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Untersuchung des
Mpemba-Effekts

Eine systematische Analyse des
Gefrierverhaltens von Wasser

1. Einleitung

Erasto Mpemba machte 1963 die Beobachtung, dass warmes
Wasser im direkten Vergleich zu kaltem schneller gefriert [1].
Doch bereits seit der Antike wurde das Phanomen beschrie-
ben. Trotz umfangreicher Forschung konnte bislang kei-
ne vollstindige Erkldrung fiir den Mpemba-Effekt gefunden
werden. Die grofite Problematik liegt dabei in der umstritte-
nen Definition und den Bedingungen des Effektes. Zum einen
wird das schnellere Erreichen von 0°C als Kriterium fiir den
Effekt herangezogen [15], zum anderen das schnellere Gefrie-
ren von warmerem Wasser unter denselben Bedingungen [11].
In dieser Arbeit wird die Letztere verwendet.

2. Forschungsstand

Im Laufe der Jahrhunderte wurden zahlreiche Hypothesen
zur Erklirung des Mpemba-Effekts entwickelt. Zu den meist
genannten Ansitzen in der Literatur zdhlen:

Im wirmeren Wasser findet durch den grofleren Tempera-
turgradienten eine schnellere Konvektion statt, was zu einer
schnelleren Abgabe von Warme an die Umgebung fiithrt [3]

[15].

Im wirmeren Wasser gibt es weniger
geloste Gase. Dadurch gibt es weniger
Widerstand bei der Konvektion, was
den Gefrierprozess beschleunigt [2][16].

Der Volumen- und Massenverlust durch
Verdunstung fithrt zu einer reduzierten
Wassermenge. Dadurch benétigt das
wiarmere Wasser aufgrund der hoheren
Rate der Verdunstung weniger Energie
zum Abkithlen, wodurch der Gefrier-
prozess beschleunigt wird [3][15].

Durch die hohere Bewegungsener-
gie der Molekiile im wirmeren Wasser
hat dies eine hohere Wahrscheinlich-
keit dafiir, dass die Molekiile sich in der
Kristallstruktur des Eises anordnen,
wodurch ein fritheres Gefrieren gesche-
hen kann [17].

Die unterschiedlich vorhandenen Kris-
tallisationskeime haben einen Einfluss
darauf, wie stark das Wasser unterkiihlt
wird. Hierbei handelt es sich um Unrein-
heiten oder mechanische Erschiitterun-
gen, die fiir die Eisbildung entscheidend
ist und z.B. die Gefrierzeit von hoch-
reinem Wasser verlangern kann [2][7].

Um die Gefifle konnen sich isolieren-
de Eisschichten bilden. Das Gefif$ mit dem warmeren Was-
ser kann die Eisschicht schmelzen und durch die Schmelzen-
thalpie und das Fehlen dieser Isolationsschicht mehr Wérme

abgeben [9][12].

Diese Hypothesen sind allerdings umstritten, weshalb eine
einheitliche wissenschaftliche Erklarung bislang fehlt. Wih-
rend einige der genannten Ansitze durch experimentelle Be-
funde gestiitzt werden, existieren ebenso widerspriichliche
Resultate. Letztere deuten darauf hin, dass das Phanomen wo-
moglich von weiteren, oft unberiicksichtigten Faktoren beein-
flusst wird.

3. Experimentelles Vorgehen

Die experimentelle Untersuchung zielt darauf ab, den
Mpemba-Effekt zu uberpriifen, potentielle Einflussfakto-
ren zu identifizieren und den Gefrierprozess von Wasser un-
ter verschiedenen Bedingungen systematisch zu analysie-
ren. Insbesondere werden die oben genannten Hypothesen
untersucht. Das methodische Vorgehen entwickelte sich da-
bei schrittweise von einer manuellen Versuchsdurchfithrung
und Datenerfassung hin zu einem automatisierten Versuchs-
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Tab.1: Temperaturleitzahl der
verwendeten Gefalde

DURAN-Becherglaser 0,67 [42]
Einmachglas (Kalk-Natron-Glas) 0,63 [43]
Polystyrol-Becher 0,09 [44]

aufbau, der eine prézisere und umfassendere Erfassung von
Messdaten ermoglichte.

3.1 Versuchsreihen

Um das oben genannte Ziel des experimentellen Teils zu er-
reichen, wurde iiber vier Jahren hinweg eine Vielzahl an un-
terschiedlichen Versuchsreihen durchgefiihrt. Bei jedem Ver-
such gefror das Wasser unter der Variation von maximal
einem Parameter. Sofern nicht explizit erwidhnt, wurden die
Versuche mit einem Thermometer des Typs DS18B20 (gerite-
bedingte Unsicherheit von + 0,5 °C) pro Gefify durchgefiihrt.

Die am héufigsten durchgefithrte Versuchsreihe war die Va-
riation der Starttemperatur. Dies hatte die Zielsetzung, den
Mpemba-Effekt allgemein nachzuweisen. Diese Untersu-
chungen wurden auf zwei Arten vollzogen: Zum einen wur-
den warmes und kaltes Wasser parallel eingefroren, um einen
direkten Vergleich zu erméglichen. Zum anderen wurden in
einem Durchlauf mehrere Gefdfle mit identischer Starttem-
peratur untersucht. Letzteres dient {iblicherweise dazu, sys-
tematische Fehler zu minimieren, und wurde insbesondere
beim automatisierten Versuchsaufbau (s. Kapitel 3.2) durch-
gefiithrt.

Um die Auswirkung der Verdunstung, die am hiufigsten ge-
nannte Ursache des Mpemba-Effekts, zu untersuchen, wur-
den Gefdf3e mittels Kiichenfolie luftdicht verschlossen. Eine
Methode, um das verdunstete Wasser im Gefaf$ zuriickzu-
halten, sodass es dort kondensieren kann. Andererseits wur-
de der volumenmindernde Effekt der Verdunstung durch eine
gezielte Variation der Ausgangsvolumina simuliert. Solche
Versuche wurden in Polystyrol-Bechern mit einem Nennvo-
lumen von 250 ml durchgefiihrt, welche mit unterschiedli-
chen Wassermengen (190 ml, 200 ml und 210 ml) bei identi-
scher Starttemperatur befillt wurden.

Fir die Untersuchung der Rolle geloster Gase wurde Lei-
tungswasser verwendet und auf einer Heizplatte mit inte-
griertem Magnetrithrer erhitzt. Durch das kontinuierliche
Rithren wurde die Oberfliche des heiflen Wassers in Bewe-
gung gehalten, um das Entweichen der gelosten Gase zu ver-
zogern und eine kiinstliche Durchmischung aufrechtzuerhal-

ten. Das auf diese Weise erhitzte Wasser mit einem héheren
Gasanteil wurde mit Wasser, das in einem haushaltsiiblichen
Wasserkocher erhitzt worden war, verglichen. Zudem wurde
das Gefrierverhalten vom Leitungswasser bei Raumtempe-
ratur mit thermisch entgastem Wasser verglichen. Letzteres
wurde abgekocht und unmittelbar danach mit einer Kiichen-
folie versiegelt, die als eine mechanische Diffusionsbarriere
beim Abkiihlen auf Raumtemperatur diente und gleichzeitig
ausreichend dehnbar fiir den Druckausgleich war. Diese bei-
den Vergleiche ermoglichten — zu fiir schulische Verhaltnis-
se erschwinglichen Kosten - die qualitative Uberpriifung der
Auswirkung durch gel6ste Gase, Auf den Einsatz von hoch-
reinem deionisiertem oder bidestilliertem Wasser konnte so
verzichtet werden.

In einem Versuch jedoch verwendeten wir einfaches destil-
liertes Wasser, um dessen Gefrierprozess mit dem des Lei-
tungswassers zu vergleichen. Warum dieser Versuch abgebro-
chen wurde, wird im weiteren Verlauf niher erldutert.

Ferner wurde der Einfluss externer Magnetfelder auf den Ge-
frierprozess von Wasser untersucht. Hierzu kamen starke
Permanent- und Elektromagnete zum Einsatz, um eine po-
tenziell Beeinflussung der molekularen Dynamik oder der
Keimbildung im Wasser zu iiberpriifen. Die Positionierung
der Magneten erfolgte entweder unterhalb des Gefifles fiir
ein einseitig gerichtetes Magnetfeld oder an den gegeniiber-
liegenden Seitenwénden fiir ein moglichst homogenes Feld.

Dariiber hinaus wurde der Einfluss der Gefidfigeometrie so-
wie des Gefifimaterials auf das Abkiihlverhalten untersucht.
Hierzu kamen in den verschiedenen Versuchsreihen DU-
RAN-Becherglidser mit 50 ml, 250 ml und 500 ml zum Ein-
satz. Erginzend wurden die erwdhnten Polystyrol-Plastikbe-
cher (250 ml) sowie ein Einmachglas mit einem Volumen von
10 1 verwendet.

Die fiir die Warmeleitung entscheidende mittlere Tempera-
turleitzahl der Gefafle

- A
= pe
ist in Tab. 1 gelistet, wobei A die Wiarmeleitfihigkeit, p die
Dichte und c die spezifische Warmekapazitat ist.

In den 500-ml-Bechergldsern wurden auflerdem vier Tempe-
ratursensoren mithilfe einer eigens angefertigten Fixierung
positioniert. Unter Ausnutzung der Rotationssymmetrie des
zylindrischen Gefdfes beschriankt sich die Messung auf eine
einzelne, vertikale Ebene in einer Gefdf8halfte. Innerhalb die-
ser Ebene sind die Sensoren in Form einer 2x2-Matrix ange-
ordnet. Die Positionen verteilen sich dabei auf zwei Radien
sowie zwei Fiillh6hen, was eine systematische Erfassung des
Temperaturgradienten ermoglicht (s. Abb. 1). Zwecks Visua-
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Legende (Zeitpunkt 0):
Aktive Geriite d
Inaktive Gerite [
Akt. Schlduche  mmm

Reservekanister 22 1

Abb. 1: Schematische Darstellung
der Sensoranordnung in der
Radialebene des Becherglases
(500 ml) zur Erfassung der
Temperaturverteilung

lisierung wurden die gemessenen Datenpunkte anschlieflend
in einem zweidimensionalen Gitter interpoliert.

Alle thermometrischen Messdaten wurden auf einen Com-
puter iibertragen. Mithilfe eines eigenen Python-Programms
konnen aus den Rohdateien die Messdaten extrahiert und da-
mit Graphen erstellt werden.

3.2 Methodik

Die Messmethodik wurde kontinuierlich optimiert. Wahrend
die Messung der Temperaturen anfangs tiber LCD-Kabelther-
mometer erfolgte und die Daten manuell digitalisiert wurden,
zeichnet seit 2022 ein Arduino-Mikrocontroller die Daten au-
tomatisiert tiber fiinf Temperatursensoren auf eine SD-Kar-
te auf.

Ab 2023 wurde der Versuchsaufbau schrittweise vollautoma-
tisiert (vgl. Abb. 2): Ein Tauchsieder regelt mittels eines Ther-
mostats die Wassertemperatur in einem Topf, aus dem die
Becher befiillt werden. Das Befiillen des Heiztopfs erfolgt hy-
drostatisch aus einem Kanister mechanisch iiber ein Schwim-
merventil, sodass sich der personelle Aufwand auf das Auf-
fillen des Kanisters reduziert. Die Kiihltruhe mit 209 Litern
von GGM Gastro und Pumpen (Bewisserungssysteme fiir
Gartenbau) werden dabei iiber zeitgeschaltete Steckdosen ge-
steuert. Der kontinuierliche Betrieb ermdglicht eine signifi-
kant hohere Anzahl an Messzyklen, was die statistische Be-
lastbarkeit steigert.

Die Umgebungsbedingungen sollen moglichst konstant ge-
halten werden, da der Mpemba-Effekt iiber das Gefrieren un-
ter identischen Ausgangsbedingungen definiert ist. Als Stell-

Thermometer
DS18B20 IZeitschaltA I IZeitschaltA I
6 cm
Fiillstand
a»-eme—'| c-
Bewisserungs-
system
(4x AUS)
o=y 2em
Becherglas

Kiihltruhe 108 1

Inakt. Schlduche HEE
Stromverbindg. ——

Thermostat:

Spiilventil

|T0pf Tauchsieder

Becher 3

Abb. 2: FlieBschema des automatisierten Versuchsaufbaus.

Die dargestellten Prozesse beziehen sich auf den Beginn eines
Versuchszyklus. Im Verlauf werden die Gerate an- bzw. ausge-
schaltet. Die Thermometer und der Arduino werden ausgelassen.

@

fliche fiir die Becher wurde hierzu ein Leichtmetalltablett
verwendet, um eine moglichst homogene Temperaturvertei-
lung an der Kontaktfliche zu erzielen. Das direkte Platzieren
der Geféifle auf dem Boden der Kiihltruhe wiirde aufgrund
der ungleichmifligen Verlegung der internen Kiihlschldu-
che zu systematischen Messfehlern fithren. Dariiber hinaus
wurde versucht, bei der beschriebenen Sensorhalterung eine
einheitliche Positionierung der Messpunkte innerhalb der
grofleren Gefiafle zu gewidhrleisten. Zur methodischen Feh-
lervermeidung tragt insbesondere bei, dass pro Versuchsreihe
maximal ein Parameter variiert wurde.

Erginzend zur Thermometrie erfolgt eine optische Analyse
der Eiskorper, um den Verlauf des Gefrierens zu dokumentie-
ren. Die Proben wurden hierbei makroskopisch hinsichtlich
der Form und der Transparenz untersucht. Das anschliefSen-
de Aufschneiden des Eises erlaubte zudem die Analyse der in-
neren Struktur.

3.3 Verworfene Ansatze

Aufgrund technischer Beschrankungen erwiesen sich eini-
ge Ansitze als nicht realisierbar und wurden durch alter-
native Methoden ersetzt. Insbesondere musste die Verwen-
dung einer Infrarotkamera und eines Ultraschallsensors zur
Analyse von Temperaturverteilung und Konvektion verwor-
fen werden, da die Gefdflwidnde fiir Infrarotstrahlung und
Ultraschallwellen undurchlissig sind. Als Ersatz diente die
Kombination aus der beschriebenen matrixartigen Sensor-
anordnung (Abb. 1) und nachfolgenden numerischen Berech-
nungen.

doi: 10.7795/320.202607
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Auflerdem wurde nach Versuchen auf die Verwendung ei-
ner Kamera zur Beobachtung der Gefédfle innerhalb der Kithl-
truhe verzichtet, da die Kameras durch die Frostbildung eine
stark eingeschrankte Sicht hatten. Dies wurde durch das Be-
trachten des Gefriervorgangs durch dem Glasdeckel der Kiihl-
truhe sowie das beschriebene Analysieren des gefrorenen Ei-
ses kompensiert.

4. Grundlagen der Modellierung

Die theoretische Arbeit umfasst eine detaillierte numeri-
sche Modellierung des Gefrierprozesses mittels Python. Ur-
spriinglich als eine Unterstiitzung des experimentellen Teils
geplant, entwickelte sich diese seit 2022/23 zu einem unab-
hingigen Forschungsbereich, um nach theoretischen Hinwei-
sen zum Mpemba-Eftekt zu suchen.

Als physikalische Grundlage wird angenommen, dass die
Wirmeleitung der dominierende Mechanismus des Wérme-
transports ist, gefolgt von der Konvektion. Die Wiarmestrah-
lung wird nicht beriicksichtigt, da das Stefan-Boltzmann-Ge-
setz aufgrund der kleinen, gleichnamigen Konstanten und der
vierten Potenz der Temperatur T*fiir den vorliegenden Tem-
peraturbereich eine vernachlassigbare Warmestrahlung be-
schreibt.

Die Berechnung basiert auf der Methode der endlichen Ele-
mente (FEM). Hierfiir wird ein zweidimensionales Gitter an-
gelegt, welches den senkrechten Schnitt des Gefdfies darstellt.
Dabei wird die vereinfachte Annahme einer rotationssymme-
trischen Temperaturverteilung getroffen. Da der Mpemba-Ef-
fekt makroskopisch, d. h. iiber die globale Gefrierzeit definiert
ist, befindet sich das System im thermodynamischen Limes.
Somit werden die mikroskopischen Zustinde des Wassers sta-
tistisch gemittelt, weshalb auf eine weitaus rechenintensive-
re molekulare Modellierung fiir diese Arbeit verzichtet wird.

4.1 Simulation der Warmeleitung

Zunichst wird die fundamentale Warmeleitungsgleichung,
eine partielle Differentialgleichung, betrachtet:

% - aAT(?, t) 1)

wobei T die Temperatur und a die materialabhdngige Tempe-
raturleitzahl ist. Durch das Ausschreiben des Laplace-Opera-
tors A erhalten wir fiir den zweidimensionalen Fall

= oL, 2T

= (5 5+ 57 @
Unter Anwendung des zentralen Differenzenquotienten zwei-
ter Ordnung (analog zur zweiten Ableitung)

(TifliTi) 7( [7Tr’+1)
Ax?

oT(%,t)
ot

®)

und analog fiir y wird die Gleichung in eine diskrete Form
umgewandelt:

AT T.,-2T,+T,, T,-2T,+T,

At = “( Ax? " Ay? ) @
Mit der Bedingung

|Ax| = |Ay| = 1LE

(quadratisches Gitter) gilt

AT = At-a(T +T, +T, +T,  —4T). )

Fiir die Auflosung 1 LE = 1 cm kann man als Zeitschritt 1 s
verwenden. Um die Genauigkeit der FEM zu erh6hen, kann
der Ortsschritt auf 1 mm verfeinert werden. Hierbei ist jedoch
die Stabilitdtsbedingung nach John von Neumann zu beriick-
sichtigen, da das explizite Verfahren andernfalls zur Diver-
genz fiithrt. Aus der (hier aufgrund des Umfangs nicht aus-
gefithrten) Stabilitatsanalyse geht hervor, dass der maximale
Zeitschritt fiir den konvergenten Fall durch folgende Bedin-
gung begrenzt ist:

Ax?
At yym (6)

IA

Fiir die maximale Temperaturleitzahl von Eis, die deutlich
tiber der von Wasser liegt [40][41], ergibt sich ein maximaler
Zeitschritt von 0,208 s.

In die Simulation wurde zudem anfangs die experimentell
beobachtete leichte Unterkiihlung integriert, wobei das Lei-
tungswasser die Temperatur von ca. -5 °C erreicht und bei
der Kristallisation sprunghaft auf 0 °C ansteigt. In spéteren
Berechnungen wird dieser Sprung durch die physikalisch be-
griindete Schmelzenthalpie ersetzt, die bei der Kristallisation
freigesetzt wird (s. Kapitel 7.3).

4.2 Bericksichtigung der Konvektion

Im zweiten Schritt wird die Konvektion in die bisherige Si-
mulation integriert, um deren Genauigkeit zu erhéhen. Da-
mit eine Konvektion durch den vom Temperaturgradienten
verursachten Auftrieb stattfinden kann, ist eine temperatur-
abhingige Funktion der Dichte erforderlich. Aus einigen Ta-
bellen zu Wasser in der Literatur [40][41] kann man dessen
Dichte bei verschiedenen Temperaturen ablesen. Durch einfa-
ches Interpolieren der diskreten Daten in Python mithilfe von
numpy.polyfit kann man eine Polynomfunktion der Dichte
in Abhdngigkeit von der Temperatur erhalten. Nun wird die
Konvektionsgleichung betrachtet:
oT

ULV .7D=--rvV . 7+7-V 1) )
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Man kann geméif3 der Boussinesq-Approximation die Annah-
me treffen, dass der Fluss inkompressibel ist, da der Dichteun-
terschied des fliissigen Wassers bei verschiedenen Temperatu-
ren relativ klein ist. Daraus ergibt sich die Divergenzfreiheit:

V-7 =0 ®)
und damit
oT _ — (9T 9T

-V <ax + By) ©)

Aufgrund der bedingungslosen Instabilitit bei der Methode
mit Zentraldifferenzen wird hier die Upwind-Methode ver-
wendet, bei der die Differenzenquotienten erster Ordnung
je nach Vorzeichen der Gitterzelle (d. h. Strémungsrichtung)
mit der vorigen oder nichsten Zelle gebildet werden.

Die Geschwindigkeit als Vektorfeld wird komponentenweise
mithilfe der inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen be-
rechnet, von denen die Impulsgleichung lautet:
dv _ v

= = +(7-V)7=vA7—%Vp+g}7

i = ot (10)

wobei p die Dichte des Fluids, v die Flussgeschwindigkeit, p
der Druck und v (gr. ny, nicht zu verwechseln mit dem Ge-
schwindigkeitsvektor v) die kinematische Viskositit mit
v = 5ist. Es wird vorausgesetzt, dass die Gewichtskraft nur
in y-Richtung wirkt. Komponentenweise kann man die Glei-
chung notieren als

Formel (11a)
Formel (11b)

Die numerische Losung erfolgt iiber ein zweistufiges Projekti-
onsverfahren: Im ersten Schritt wird der Druckterm vernach-
lassigt, um ein vorlaufiges Geschwindigkeitsfeld zu berech-
nen. Im zweiten Schritt wird der korrigierende Druck iiber
die aus der Kontinuitétsgleichung resultierende Poisson-Glei-
chung separat bestimmt und in die Impulsgleichung einge-

setzt.
Av = v(v + v v -4y )
Xij Xitl,j Xi-1,j Xij+1 Xjj-1 Xij
Formel 11a
Av = v(v v v +v —4v ) -
Vij Vit Yi-1, Vij+1 Vij-1 Vij
Formel 11b

Es gilt fiir die Stabilitdt die Courant-Friedrichs-Lewy-Bedin-
gung

At

SR (12)

(fiir y-Richtung analog).

Da eine dynamische Kopplung an die verdnderliche Ge-
schwindigkeit den Rechenaufwand weiter exzessiv erho-
hen wiirde, wird pragmatisch ein fester Zeitschritt von 1 ms
ausgewdhlt und eine Begrenzung fiir den Betrag der Fluss-
geschwindigkeit bei 1000 mm/s gesetzt. Die kiinstliche Be-
grenzung greift somit lediglich in instabilen numerischen
Schwingungen als Dampfung, ohne das Abkiihlverhalten zu
verfdlschen.

4.3 Darstellungsmethoden

Die Berechnungen werden auf zwei Arten visualisiert. Zum
einen wird der zeitliche Temperaturverlauf als T--Diagramm
dargestellt. Dazu werden drei Punkte ausgewahlt (Eckpunkt
(1]1), Kernpunkt (N/2|M/2) sowie ein Messpunkt dazwischen
(N/4|M/4)). Deren Temperaturverlauf wird nach der Berech-
nung mit Matplotlib dargestellt. Auf diese Weise lassen sich
Kurvenscharen mit unterschiedlichen Temperaturen quanti-
tativ vergleichen, bei denen man neben der Starttemperatur
auch andere Parameter variieren kann (s. Kapitel 7.3).

Zum anderen wird eine Echtzeitanimation erstellt, indem die
raumliche Temperaturverteilung im Gitter nach jeder Itera-
tion abgebildet wird. Diese Methode bietet den Vorteil einer
Ubersicht iiber alle Datenpunkte, hat allerdings den Nachteil,
dass diese nur den aktuellen Zeitpunkt darstellt. Ein direk-
ter, quantitativer Vergleich verschiedener Zeitpunkte ist ab-
seits des Speicherns einzelner Frames nur schwer realisierbar.
Zudem erfordert die Animation extreme Leistung des Com-
puters, sodass dies viel linger als die Diagrammdarstellung
dauert.

— v
p.,j pz—l,j Xij
- (v, —v. +Vv =V
P,)j 2 Xi+l,j Xi-1,j yi,j+1 yi,j*l
— v
P,] pz,j—l Vij
-g- v -V -v
P,-j 2 ( Xitl,j Xi-1,j Vij+1 yi,j*l)
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Die Kombination beider Visualisierungsformen in verschie-
denen Situationen ermdéglicht eine sowohl zeitlich hochaufls-
sende als auch rdumlich umfassende Auswertung der Simu-
lationsdaten.

b. Experimentelle Ergebnisse
5.1 Valide thermometrische Messungen

Abb. 3 zeigt T-t-Messungen in jeweils vier Gefidfien mit ei-
nem Thermometer pro Gefafl. In Abb. 3a betrug die Start-
temperatur 85 °C und in Abb. 3b 20 °C. Insgesamt weisen die
Temperaturmessungen iiber die Zeit eine ndherungsweise ex-
ponentielle Abnahme bis zur Kristallisation auf. In keiner
Versuchsreihe konnte beobachtet werden, dass das urspriing-
lich warmere Wasser nach kiirzerer Zeit vollstindig gefriert
als das urspriinglich kéltere Wasser.

Die Geschwindigkeit der Abkiihlung im gleichen Tempera-
turintervall ist jedoch beim urspriinglich wiarmeren Wasser
marginal grofler, was sich in der steileren Steigung der Kur-
ven bei entsprechender Skalierung widerspiegelt. In den Gra-
phen gibt es auflerdem markante Knicks, z.B. bei ca. 3 °C bis
4 °C. Zudem kann man einen Sprung beim Zeitpunkt der
Kristallisation beobachten, bei dem die Temperatur von ca.
-5 °C auf 0 °C steigt. Die Knicks und den Sprung beobach-
teten wir bei den fritheren, manuell abgelesenen Versuchen
nicht, da der Zeitabstand zwischen jedem Ablesen viel gro-
Ber als die Erfassung per Mikrocontroller war. Die Tempera-
tur nimmt anschlieend langsam, ndherungsweise linear ab,
bis der Betrag der Steigung noch einmal zunimmt und sich
die Kurve exponentiell der Umgebungstemperatur annihert.
Alle Messdaten haben zudem stets eine Hintergrundoszillati-
on, die sich - nach Messung der Lufttemperatur in der Kiihl-
truhe - als die Auswirkung des nicht ausschaltbaren Ther-
mostats der Kiithltruhe herausstellt.

Versuche mit weiteren Starttemperaturen zeigten, dass die
Zeit bis zum Gefrieren (Gefrierzeit) mit zunehmender Start-
temperatur steigt. Die folgenden Ergebnisse stammen von
Versuchen in Plastikbechern mit dem automatisierten Auf-
bau, welche in grofier Menge vorliegen: Wahrend die Wasser-
proben mit 90 °C Starttemperatur nach durchschnittlich ca.
11000 Sekunden an der obersten Schicht gefrieren, geschieht
dies bei Proben mit 50 °C Starttemperatur bereits nach ca.
9000 Sekunden und bei denen mit 20 °C nach ca. 7000 Sekun-
den. Die Messunsicherheiten aufgrund der losen Platzierung
(Abweichung ca. 0,5 cm) der Thermometer betragen bis zu
1500 Sekunden (im Folgenden als Streuung gesetzt), wie auch
in Abb. 3 sichtbar ist.

Die im Kapitel 3.1 erlduterten Volumenvariationen (+ 10 ml)
zeigen hingegen kaum Auswirkungen. Die Differenzen beim
Gefrierzeitpunkt betragen maximal etwa 1000 s bis 1500 s,
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Abb. 3: Vier gleichzeitige Temperaturmessungen
mit jeweils a) 85 °C Starttemperatur und b) 20 °C
Starttemperatur. In c) wird dieselbe Messung von
a) mit der gleichen Skalierung von b) dargestellt. Es
lasst sich auch nach Abzug der Messunsicherheiten

kein Mpemba-Effekt beobachten.
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Mess. links Mess. Mitte symmtr.
1.5 1.2333 1.2333 1.5
1.1 0.8 0.8 1.1
0.7 0.3666 0.3666 0.7
0.3 -0.0666 -0.0666 0.3
-0.1 -0.5 -0.5 -0.1
-0.5 -0.9333 -0.9333 -0.5

Mess. links Mess. Mitte symmtr. symmetr.
1.2666 1.1666 1.1666 1.2666
0.9 0.9 0.9 0.9
0.5333 0.6333 0.6333 0.5333
0.1666 0.3666 0.3666 0.1666
-0.2 0.1 0.1 -0.2
-0.5666 -0.1666 -0.1666 -0.5666

Abb. 4: Interpolation der Array-Messung (die Zeilen 2 und 5 wurden jeweils mit dem Aufbau in

Abb. 1 gemessen). Die Zellen entsprechen im Gefal einem Querschnitt von 1x1 cm?.

was den obigen Messunsicherheiten sehr nahekommt und
deswegen zu vernachlissigen ist. Auch Versuche mit der Fo-
lienversiegelung zeigen im Rahmen der Streuung keinen Un-
terschied. Dabei ist lediglich die gesamte Gefrier- und Ab-
kiihlgeschwindigkeit bei allen Proben global langsamer
aufgrund des minimalen Druckunterschieds zum unversie-
gelten Wasser.

Auch die Versuche zu gelosten Gasen weisen keine Unter-
schiede auf. Das abgekiihlte abgekochte Wasser gefriert im
Rahmen der Messunsicherheiten gleich schnell wie unbehan-
deltes Leitungswasser; auch das mit Magnetrithrer erhitzte
Wasser gefriert nach dhnlich viel Zeit wie das mit Wasserko-
cher erhitzte Wasser. Die Abweichungen liegen alle innerhalb
des oben genannten 1-o-Intervalls.

Die Versuche mit Bechergldsern bendtigten beim gleichen
Fiillstand von 200 ml mehr Zeit bis zum Gefrierpunkt als die-
jenigen mit den Plastikbechern. Bei sehr niedrigen Fillstan-
den (z.B. 50 ml) verlduft das Gefrieren im Becherglas schnel-
ler.

Des Weiteren konnte durch die Versuche mit dem Array aus
vier Thermometern im groflen Becherglas eine qualitativ un-
terschiedliche Temperaturverteilung im urspriinglich kal-
terem und wirmerem Wasser beobachtet werden. Wihrend
bei beiden Proben insgesamt der bodennahe Bereich zuerst
gefriert, gefriert beim kélteren Wasser zuerst der Rand und
beim wiarmeren Wasser zuerst die Mitte. Diese Daten wur-
den zur Visualisierung in einer Excel-Tabelle interpoliert
(s. Abb. 4).

2

5.2 Invalide Versuche

Der Versuch mit dem groflen Einmachglas (2022) brachte auf-
grund des damals noch nicht vorhandenen vollautomatischen
Autbaus kein valides Ergebnis, da das vollstindige Gefrie-
ren aufgrund des isolierenden Eises und des Thermostats der
Kithltruhe mehr als eine Woche dauerte. Der Versuch wur-
de aus Sicherheits- und Kostengriinden nicht wiederholt, da
die Volumenzunahme der groflen Menge gefrierenden Was-
sers den Bruch der Glaswénde verursachte.

Dariiber hinaus war der Versuch mit destilliertem Wasser
ebenfalls nicht zielfithrend, da trotz der Vibrationen durch
den Kompressor der Kiithltruhe und der Kithltemperatur von
ca. -15 °C bis -18 °C keine Kristallisation stattfand und das
Wasser stark unterkiithlt wurde. Bidestilliertes oder weiter
deionisiertes Wasser sind daher makroskopisch ungeeignet,
um bei iiblichen Gefrierbedingungen einer Tiefkiihltruhe die
Kristallisation einzuleiten, da solches Wasser oft bis unter
-30 °C fliissig bleibt. Auf das Einbringen von Temperatursen-
soren wurde bewusst verzichtet, da die Sondenoberfliche als
kiinstlicher Kristallisationskeim gewirkt und das Phinomen
verfialschen wiirde. Da destilliertes Wasser bei der Untersu-
chung des Mpemba-Effekts jedoch nicht entscheidend ist [1],
wurde dieser Ansatz nicht weiterverfolgt.

5.3 Optische Beobachtungen
Die Struktur des Eises liefert ebenfalls Hinweise zum Gefrier-

prozess. Zum einen kann ein kegelstumpftormiger Hohlraum
(gemeint ist ein mit nicht gefrorenem Wasser gefiillter Raum,

doi: 10.7795/320.202607
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a)

b)

Abb. 5: a) Bilder des Eises nach Aufschnitt und Entfernung des inneren Wassers zur optischen Untersuchung.
b) Bilder des Eises im Polystyrol-Becher. Sichtbar ist die spitzenférmige Struktur an der Oberflache.

s. Abb. 5) im Inneren des Eises beobachtet werden. Im Gefaf3
ist dieser als milchig-triib zu erkennen; nach dem Aufschnei-
den des Eises und der Entfernung des dortigen Wassers ist der
beschriebene Hohlraum zu sehen. Zum anderen beobachtet
man an der Oberflache des Eises eine ausgeprigte bergférmi-
ge Spitze, die im Inneren ebenfalls triib ist.

Bei den Versuchen mit Magneten lassen sich ausschliefllich
optische Aussagen zum Eis treffen, da die Kabelthermome-
ter durch die metallischen Bauteile im starken Magnetfeld
nicht funktionierten. Die Versuche mit Elektromagneten er-
wiesen sich als unbrauchbar, da diese eine durch den Innen-
widerstand heizende Wirkung haben. Mit Permanentmagne-
ten wurde beobachtet, dass das Eis strukturell zwar an der
Oberflache weniger spitz ist als jenes ohne den magnetischen

Einfluss, jedoch im Inneren sich kaum von Letzterem unter-
scheidet.

6. Ergebnisse der Modellierung
6.1 Temperaturverlauf als Graph

Die Darstellung als T-t-Diagramm ist nur bei der Simulation
der Wiarmeleitung moéglich, da die Berechnung der Konvekti-
on sehr hohe Rechenleistung erfordert und nur als Animatio-
nen mit wenigen zwischengespeicherten Frames gezeigt wer-
den kann. Fiir 1 ms simulierte Zeit benétigt die Berechnung
mit Konvektion ca. 4 s. Die benétigte Zeit nimmt aufgrund
des Speichers und der komplizierter werdenden Berechnun-
gen zu. Im Folgenden wird zur qualitativen Analyse exempla-

201 —— mittlerer Punkt, Anfangsbedingung 20 °C
—— Kernpunkt, Anfangsbedingung 20 °C
15 —— Eckepunkt, Anfangsbedingung 20 °C

104

Temperatur / °C
o

B

T v T T T T T T
0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000
simulierte Zeit / s

a)

zur Visualisierung des Knicks bei der Markierung.

Abb. 6: Simulation mit 20 °C Starttemperatur ohne Konvektion. Die drei Kurven zeigen die Temperatur am Kern,
am mittleren Gitterpunkt und an einer Ecke. In a) wird die komplette Simulation dargestellt, in b) ein Ausschnitt
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Abb. 7: Schar der Simulationen ohne Konvektion,
mit Starttemperaturen von 0 °C bis 95 °C.
Die Legende wird zur Ubersicht entfernt.

risch die Simulation ohne Konvektion bei 20 °C Starttempe-
ratur erldutert (s. Abb. 6); die Auffilligkeiten sind tibertragbar
auf andere Anfangswerte (s. Abb. 7 und 8).

In Abb. 6 sind mehrere Knicks in den ndaherungsweise expo-
nentiell fallenden Graphen sichtbar, die beim gemeinsamen
Betrachten der drei Graphen auffallen. Diese Knicks treten
unterschiedlich stark, jedoch zeitgleich bei allen drei Gra-
phen auf. Andererseits ldsst sich nach der Kristallisation des
betrachteten Gitterpunktes sofort eine wesentlich groflere
Abnahmerate beobachten. Dies geschieht am Kernpunkt be-
sonders stark, sodass dort ca. 5000 s nach der Kristallisation
bereits die Umgebungstemperatur in der simulierten Kiihl-
truhe ndherungsweise erreicht wird.

Im Bezug auf den Gefrierzeitpunkt lasst sich sagen, dass das
erste Gefrieren an den Eckpunkten bereits nach ca. 2500 s

stattfindet. Der mittlere Gitterpunkt, der die Position des
tatsdchlichen Thermometers aus dem experimentellen Teil
simulieren soll, gefriert nach ca. 9000 s. Das vollstindige
Gefrieren findet bei ca. 20000 s statt, d. h. wenn der Kernpunkt
gefriert. In Abb. 6 wird ebenfalls sichtbar, dass beim ersten
Gefrieren der Eckpunkte sich der Kernpunkt noch nahezu

unverdndert auf dem anfinglichen Temperaturniveau
befindet.

Abb. 7 zeigt die Simulation ohne Konvektion als Schar
mit Starttemperaturen von 0 °C bis 95 °C. Die Graphen
schneiden sich - aufler bei dem jeweiligen Sprung auf 0 °C
- nicht. Wie bei den praktischen Versuchen ist im gleichen
Temperaturintervall die Abkiihlrate von Graphen mit héheren
Starttemperaturen grofler als von jenen mit niedrigeren
Starttemperaturen. Trotz dieser schnelleren Abkiihlrate reicht
es jedoch auch hier nie aus, Wasser mit beliebig niedrigerer
Starttemperatur beim Gefrieren zu tiberholen.

6.2 Temperaturverlauf als Animation

Bei den Animationen ohne Beriicksichtigung der Konvekti-
on kann man Achsensymmetrien entlang der horizontalen
und vertikalen Mittellinien erkennen. Das Wasser kiihlt sich
dabei stets zunédchst von den Randern ab, wobei die Abkiih-
lung an den Ecken am schnellsten verlduft. Die verbleibende,
noch nicht gefrorene Fliche wird mit dem Fortschreiten der
Zeit immer kleiner und tendiert dazu, trotz der rechteckigen
Form der Doméne elliptisch zu werden.

Auch hier lassen sich die oben beschriebenen Ergebnisse fiir
alle Punkte im Gitter beobachten: Nach der Kristallisation an
einem Punkt bei 0 °C nimmt die Temperatur sehr schnell ab.
Die Auswirkungen des Temperatursprungs beim Kristallisie-
ren auf andere Punkte ist ebenfalls bemerkbar. Es ist festzu-

80 1 —— mittlerer Punkt, Anfangsbedingung 80 °C
—— Kernpunkt, Anfangsbedingung 80 °C
—— Eckepunkt, Anfangsbedingung 80 °C
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Abb. 8: Simulation mit 80 °C Starttemperatur ohne Konvektion. Die drei Kurven zeigen die Temperatur
am Kern, am mittleren Gitterpunkt und an einer Ecke. In a) wird die komplette Simulation
dargestellt, in b) ein Ausschnitt zur Visualisierung des Knicks bei der Markierung.
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Abb. 9: Simulation mit Konvektion bei a) 20 °C Starttemperatur und b) 80 °C Starttemperatur. Hierbei wurden
innerhalb des technischen Rahmens reprasentative Bilder aus den langen Animationen extrahiert. Es ist der
beschriebene qualitative Unterschied des Abkiihl- und Gefrierverhaltens zwischen kaltem und warmem

J

stellen, dass entferntere Punkte trotz der numerischen Verzo-
gerung auch auf den Temperatursprung reagieren.

Bei den Animationen mit Beriicksichtigung der Konvekti-
on (sieche Abb. 9) sind trotz der technisch bedingt kurzen si-
mulierten Zeit einige Auffilligkeiten erkennbar. Zunichst ist
festzustellen, dass die Temperaturverteilung nicht mehr ent-
lang der horizontalen Mittellinie symmetrisch ist. Es ldsst
sich lediglich eine Spiegelung an der vertikalen Mittelach-
se durch die Symmetrie der diskreten Konvektionsgleichung
(s. Kapitel 4.2) erkennen. Anders als bei der reinen Betrach-
tung der Warmeleitung wird hier der untere Rand mehr ab-
gekiihlt. Anschlieffend folgen die Randbereiche oben links
und oben rechts, die danach bei der simulierten ,,Oberfldche“
eine Eisschicht bilden. Insgesamt ldsst sich ein leicht schnel-
leres Gefrieren bei allen solchen Simulationen im Vergleich
zu denen mit ausschliefilich der Betrachtung der Wirmelei-
tung feststellen.

Der Anteil, wie stark das Gefrieren von der unteren Seite ge-
schieht, hangt von der Starttemperatur ab. Je hoher diese ist,
desto gleichmafiger ist der Abkiihl- und Gefrierprozess und
der im experimentellen Teil beschriebene fliissige ,,Hohl-
raum" im Kern des Eises verschiebt sich mehr nach oben. Zu-

dem ist die gesamte Abkiihlrate im Vergleich zur reinen Be-
rechnung der Wiarmeleitung etwas schneller.

Zu beobachten ist auch, dass beim urspriinglich warmeren
Wasser die Eisbildung auf der Unterseite in der Mitte mehr
ausgeprégt ist (Abb. 8b), wihrend beim urspriinglich kalte-
ren Wasser die Eisbildung an den Wianden stirker ist (Abb.
8a). Dennoch ist die Eisbildung in der gesamten Doméne zum
gleichen Zeitpunkt beim kilteren Wasser stets mehr ausge-
pragt als beim wiarmeren Wasser.

7. Diskussion

7.1 Interpretation der theoretischen Ergebnisse

Der naherungsweise exponentielle Abfall der Kurven im T-¢-
Diagramm ist mathematisch durch den diffusiven Charakter
der Wirmeleitungsgleichung begriindet. Die darin vorhan-
denen Knicks und Spriinge lassen sich durch die Kristalli-
sation erkldren: Das sprunghafte Anheben der Temperatur
einer Zelle auf den Schmelzpunkt beeinflusst iiber den dis-
kreten Differenzenquotienten unmittelbar das thermodyna-
mische Verhalten der benachbarten Gitterzellen (vgl. Abb. 6
und 8). Das Ausbreitungsverhalten dieses thermischen Im-

doi: 10.7795/320.202607
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pulses folgt der klassischen Wellendimpfung: Mit zuneh-
mender raumlicher Distanz zur Quelle nimmt die Amplitude
des Temperatursprungs exponentiell ab, wiahrend die Verzo-
gerung zunimmt.

Die horizontale und vertikale Achsensymmetrie bei der rei-
nen Wirmeleitung ist eine direkte Folge der homogen ge-
wiahlten Dirichlet-Randbedingungen (Umgebungstempera-
tur). Da das rein diffusive Modell keinerlei Advektion enthalt,
erfolgt der Warmetransport isotrop von den Rindern nach
innen. Daraus resultiert auch die Transformation des fliissi-
gen Kerns in eine elliptische Form: An den Ecken der Simula-
tionsdoméne addieren sich die orthogonalen Stréme aus zwei
Richtungen, was mathematisch zu einem lokal stark erhéhten
Gradienten im Laplace-Operator fiihrt. Die Rinder hingegen
unterliegen lediglich einem eindimensionalen Warmestrom
von innen, weshalb die Temperaturabnahme in den Eckberei-
chen am schnellsten fortschreitet.

Dies dndert sich nach der Beriicksichtigung der Konvekti-
on. Aufgrund des Auftriebs durch den vertikalen Dichtegra-
dienten (zumindest oberhalb der Dichteanomalie von 4 °C)
formt sich eine thermische Schichtung, bei der sich warmeres
Wasser im oberen Bereich der Doméne akkumuliert. Dies be-
schleunigt den Warmeaustausch an der Unterseite, wiahrend
die Abkiihlrate an der Oberseite verzogert wird. Die oberen
Ecken gefrieren dennoch ziigig, da diese geometrisch bedingt
auflerhalb der starken Konvektionsstrome liegen und somit
primér diffusiv (iber Warmeleitung) abkiihlen.

Daraus folgt, dass die qualitative Temperaturverteilung von
der Stirke der Konvektion abhingig ist. Aufgrund des grofen
Temperaturgradienten zur Umgebung entsteht im warmen

25
—— mittlerer Punkt, Anfangsbedingung 20 °C
20 Kernpunkt, Anfangsbedingung 20 °C
—— Eckepunkt, Anfangsbedingung 20 °C

154

101

Temperatur / °C

15000 20000 25000 30000 35000

simulierte Zeit /s

0 5000 10000

a)

Wasser (z.B. 90 °C) ein ebenfalls grofler Dichtegradient. Die
Konvektion ist daher sowohl in horizontaler als auch in ver-
tikaler Richtung stark ausgepragt, was zu einer Homogenisie-
rung des Temperaturfeldes im fliissigen Bereich fiithrt. Beim
kalten Wasser (z.B. 20 °C) ist durch den geringeren Tempera-
turunterschied zur Umgebung die Konvektion und somit der
Impuls der Strémung signifikant geringer. Das System neigt
daher zu einer raschen Schichtung nach der Dichte. Dies er-
klart, warum der Gefidfiboden beim kélteren Wasser deutlich
frither gefriert als die Oberflache.

Die Konvektion ist qualitativ daher eher hintergriindig im
Vergleich zur dominierenden Warmeleitung: Erstere verdn-
dert insgesamt zwar die lokale Verteilung der thermischen
Energie bei Wasser mit verschiedenen Temperaturen, kann
beim warmen Wasser jedoch den globalen Warmetrans-
port an den Ridndern nicht im Sinne des Mpemba-Effekts be-
schleunigen. Ein schnelleres Abkiithlen bzw. Gefrieren des
urspriinglich wiarmeren Wassers ist somit auch im theoreti-
schen Modell unter den definitionsgeméifSen identischen Be-
dingungen bei allen Starttemperaturen nicht zu beobachten.
7.2 Interpretation der validen

experimentellen Ergebnisse

Die in Kap. 5.1 genannte Streuung des Kristallisations-
zeitpunktes von 1500 s aus dem Vergleich innerhalb je-
der Versuchsreihe entspricht einer durch viele Faktoren wie
Messfehler der Thermometer, deren Platzierung und Umge-
bungsbedingungen entstandenen statistischen Unsicherheit
von +750 s. Ein allgemeiner systematischer Fehler taucht in
den Messwerten nicht auf. Durch das Gesetz der grofien Zah-
len wurde bei der Vielzahl der Messungen die Auswirkung

—— mittlerer Punkt, Anfangsbedingung 20 °C
20 1 Kernpunkt, Anfangsbedingung 20 °C
—— Eckepunkt, Anfangsbedingung 20 °C

Temperatur / °C

A

0 5000

15000 20000 25000 30000 35000

simulierte Zeit / s

10000

b)

Abb. 10: Simulation ohne Konvektion bei Starttemperatur 20 °C, mit Gittergréf3e a) 1 cm und b) bei 0,5 cm
(der Zeitschritt wurde jeweils zur Stabilitat angepasst). Berlicksichtigung der Schmelzenthalpie flihrt zu
numerischen Delta-Peaks wie dargestellt. Nach Mittelwertbildung fiir die Peaks (hier aus Platzgriinden nicht
ausgefiihrt, jedoch optisch vorstellbar) ist ein ahnlicher Verlauf wie bei den Messungen zu erkennen.

Zur besseren Darstellung der Kurve wird die Spitze des Peaks abgeschnitten.
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durch Ausreifler vernachlissigbar. Da alle gemessenen Diffe-
renzen unter Variation der Parameter hinsichtlich der Ver-
dunstung und geloster Gasen innerhalb dieses statistischen
Fehlerbereichs liegen, kann kein realer physikalischer Ein-
fluss dieser Aspekte auf den Gefrierprozess gefunden werden.

In den Versuchen mit unterschiedlichen Gefifien beim glei-
chen Fiillstand kommt das schnellere Gefrieren beim Plas-
tikbecher dadurch zustande, dass einerseits dieser eine viel
geringere Wanddicke als ein Becherglas hat und damit die
bessere Warmeleitfahigkeit des DURAN-Glases kompen-
siert. Andererseits ist dies auch auf die geometrische Natur
zuriickzufiihren, dass das Becherglas entlang der Radialach-
se gestauchter ist und das Wasser darin beim gleichen Volu-
men von 200 ml weniger Oberflache als im Plastikbecher be-
sitzt. Bei sehr niedrigen Fiillstinden dominieren die gréfieren
Kreisflichen beim Becherglas, und das Wasser im Plastikbe-
cher hat in dem Fall mehr Oberfldche, was beim gleichen Vo-
lumen zum langsameren Gefrieren beitridgt. Da die Defini-
tion des Mpemba-Effekts die gleichen Rahmenbedingungen
fiir Vergleichsproben vorschreibt, sind das Material und die
Form der Gefafle lediglich Faktoren, die zum schnellen Ge-
frieren, jedoch nicht zum Mpemba-Effekt beitragen.

Der Mpemba-Effekt kann also auch im experimentellen Be-
reich nicht beobachtet werden. Das urspriinglich wirmere
Wasser gefriert bei den durchgefiithrten Variationen der Para-
meter nicht schneller als das kéltere Wasser. Wir stellen dafiir
die Hypothese auf, dass dieser ein durch systematische und
statistische Messfehler sowie Storungen in der Umgebung be-
dingter Scheineftekt ist. Diese Hypothese wird mithilfe der
Simulation Giberpriift und im Abschnitt 7.4 néher erldutert.

7.3 Vergleich experimenteller
und theoretischer Ergebnisse

Die Simulationen ohne Konvektion liefern Resultate, die
tiber den urspriinglichen Erwartungen liegen. So ist z.B. der
Verlauf der Temperatur beim mittleren Simulationspunkt
(N/4|M/4) bis zur Kristallisation weitestgehend deckungs-
gleich mit den Messdaten. Die Kristallisation dieses Punkts
geschieht bei 20 °C Starttemperatur nach ca. 9000 s, was et-
was spater als bei den Messungen ist. Bei warmerem Wasser
ist das spitere Eintreten der Kristallisation noch deutlicher zu
sehen, die Verzogerung liegt jedoch am Fehlen der Konvekti-
on, mit welcher der simulierte Gefrierprozess schneller ver-
laufen wiirde (s. Kapitel 6.2).

Die Knicks bei den Messgraphen befinden sich etwa an den-
selben Stellen wie bei der Simulation und lassen sich dement-
sprechend auch mit der Erklarung aus dem Kapitel 7.1 fiir die
Knicks bei der Simulation erklédren.

Die Abnahmerate des simulierten Graphen wird nach der

Kristallisation der betrachteten Zellen durch die héhere Tem-
peraturleitzahl von Eis im Vergleich mit Wasser schlagar-
tig sehr grof3 — was nicht realistisch ist (vgl. Abb. 6 und 8).
Dies ldsst sich beheben, indem der kiinstlich implementier-
te Temperatursprung durch die Berechnung der Schmelzen-
thalpie ersetzt wird. Diese Energie ist erforderlich, um beim
Ubergang von der festen in die fliissige Phase intermolekula-
re Krifte, insbesondere Wasserstoftbriicken, zu iiberwinden,
und betrdgt im Fall von Wasser 334 J/g [40]. Es ist hierbei an-
zumerken, dass beim Schmelziibergang lediglich ein kleiner
Teil der Wasserstoftbriicken aufgebrochen wird, wahrend der
tiberwiegende Anteil (> 80 %) in der fliissigen Phase erhalten
bleibt. Dennoch ist die resultierende latente Warme im Ver-
gleich zu anderen Stoffen deutlich héher.

Bei der Kristallisation wird gemafl der Energieerhaltung ge-
nau diese Energie frei, was als Quellterm zu der Wérmelei-
tungsgleichung addiert werden kann. Die Aquivalenz von
Energie und Temperatur ist

AE = ¢cmAT (13a)
bzw. auf Teilchenebene
AE = cpAT (13b)

Somit lautet die modifizierte Warmeleitungsgleichung fiir
den Zeitpunkt der Kristallisation:
oT

oL _ AT+ LE

at op Fs (14)

mit der spezifischen Schmelzenthalpie E, = 334 J/g.

Dadurch erhoht sich die Temperatur zwar fiir den Moment
der Kristallisation schlagartig auf ca. 80 °C (s. Abb. 10), was
nicht der physikalischen Realitat entspricht, sich jedoch auf
die numerische Diskretisierung eines in der Realitdt unend-
lich schmalen Dirac-Delta-Peaks zuriickfithren ldsst. Durch
das Fortschreiten der Kristallisation entstehen numerisch
viele weitere Peaks, die in der Realitdt unendlich dicht auf-
einanderfolgen und somit eine glatte Kurve ergeben. Durch
eine dynamische Mittelwertbildung bei jedem Peak (wie dies
durch den Leser in Abb. 10 direkt optisch vollzogen werden
kann) entsteht also eine Kurve, die den Messungen sehr na-
hekommt.

Mit dieser zusitzlichen Beriicksichtigung der Schmelzenthal-
pie verzogert sich jedoch auch der Zeitpunkt des vollstindi-
gen Gefrierens iiber die gesamte Doméne leicht. Man kénn-
te dies mit dem Einbau der Konvektion beschleunigen, was
durch die genannten technischen Hiirden jedoch zurzeit nicht
umgesetzt ist.

Es lasst sich ferner ebenfalls erklaren, weshalb die Unterkiih-
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lung kein kausaler Faktor des Mpemba-

Effekts ist. Einerseits ist experimentell
keine Evidenz einer starkeren Unterkiih-
lung des kalten oder warmen Wassers ge-
geben. Die Unterkithlung des Leitungs-
wassers ist zudem gefdflunabhingig stets 601

80

bis ca. -5 °C gemessen worden. Anderer-
seits erstarrt ohnehin die kalte Wasser-
probe nachweislich (s.0.) frither an den
Réndern des Gefdfles und profitiert un- 20 1
mittelbar von der deutlich h6heren Tem-
peraturleitzahl des gebildeten Eises. Das
urspriinglich wirmere Wasser verbleibt
also im Kern ldnger in der fliissigen Pha-

-20

40 1

Temperatur / °C

L=

se — unabhingig davon, ob das kalte oder 0
warme Wasser mehr unterkithlen wiir-
de. Da das vollstandige Gefrieren allein
das notwendige Kriterium beim Mpem-
ba-Effekt ist, konnte die Unterkithlung
auflerdem nur die verzogerte Kristalli-
sation eines Messpunktes oder eines sehr
kleinen, homogenen Bereichs erkldren
(s. Kapitel 7.4), nicht jedoch das langsa-
mere globale Gefrieren einer gesamten
Wasserprobe.

Die Simulationen zeigen auflerdem, dass insbesondere beim
urspriinglich kilteren Wasser der Bereich am Boden und an
der oberen Seitenwand zuerst gefriert, gefolgt von der Ober-
fliche. Durch den Uberdruck im Inneren kann daher ein Teil
des Wassers fiir eine sehr lange Zeit nicht gefrieren, was zu
dem experimentell beobachteten Hohlraum im Inneren des
Eises fithrt. Daraus kann man auch Schlisse tiber die expe-
rimentelle Eisbergstruktur an der Oberfliche ziehen. Das
Wasser im Inneren des Kegelstumpfs dehnt sich durch die
Dichteanomalie des Wassers nach oben aus, wo die einzige
verbleibende Offnung aufgrund der noch nicht komplett ge-
frorenen Oberfliche ist. Diese Offnung wird beim Gefrieren
immer kleiner, weshalb nach dem vollstindigen Gefrieren
eine Spitze in der Mitte der Oberfldche entsteht.

Durch thermometrische Messungen wurde zudem festge-
stellt, dass kleine Abweichungen der Volumina durch mehr
Verdunstung des warmeren Wassers nicht zum schnelleren
Gefrieren fithren. Dies ldsst sich ebenfalls mittels der Simu-
lation bestatigen (s. Abb. 11). In der Schar der Graphen mit
verschiedenen Starttemperaturen wird das Gitter in y-Rich-
tung beim Wasser mit mehr als 80 °C Starttemperatur um
1 cm verkleinert, was eine sehr radikale Volumenédnderung
ist. Es muss hierbei durchaus angemerkt werden, dass die-
se rein geometrische Anpassung primédr den Volumenverlust
der Verdunstung abbildet. Der kiithlende Effekt der Verduns-
tungswiarme wird aufgrund der numerischen Komplexitat
hierbei nicht explizit als verdnderliche Randbedingung simu-

15000 20000 25000 30000 35000

simulierte Zeit / s

5000 10000

Abb. 11: Schar aus Simulationen ohne Konvektion. Ab 80 °C
Starttemperatur wurde der Wasserstand um 1 cm niedriger gesetzt,
um einen (sehr libertriebenen) Volumenverlust durch Verdunstung zu
simulieren. Hierbei lasst sich der Mpemba-Effekt nicht beobachten.
Die dargestellten Temperaturen sind dem mittleren Simulationspunkt
(NI4|M[4) entnommen.

2

liert. Jedoch lasst sich selbst bei dieser massiven Reduktion
des Volumens kein schnelleres Gefrieren des wiarmeren Was-
sers feststellen. Auflerdem kann der dabei entstehende warme
Wasserdampf die Umgebungstemperatur erhchen, sodass die
Kithlung effektiv wieder stark gehemmt wird (s. Kapitel 7.4).

Eine Simulation der Konvektion bis zum Zeitpunkt der Kris-
tallisation ist technisch aufgrund der langen Laufzeit nicht
moglich (s. Kapitel 6.1). Dennoch ist die vorhandene Simula-
tion mit Messungen qualitativ vergleichbar. Insbesondere bei
der Messung mit dem Array aus vier Thermometern erkennt
man eine dhnliche Temperaturverteilung im unteren Bereich
der Gefifle (vgl. Abb. 4 und 9). Das Gefrieren von der Mitte
bzw. vom Rand aus ist dementsprechend durch die konvekti-
ven Strome zu erklaren.

7.4 Ursachen fiir mogliches Beobachten des
Mpemba-Effekts

Da der Mpemba-Effekt in mehreren Publikationen als beob-
achtet beschrieben wird [1][3][4][6][8][11][15][18], ist die Fra-
ge zu kldren, wie die Diskrepanz zu den experimentellen und
theoretischen Ergebnissen dieser Arbeit entsteht. Die im ex-
perimentellen Teil aufgestellte Hypothese, dass der Mpem-
ba-Effekt ein messtechnischer Scheineffekt ist, der durch Un-
sicherheiten der Messung und Stérungen im Wasser oder in
der Umgebung induziert wird, wird im Folgenden mittels der
Simulationen untersucht. Dabei wird jeweils ein Parameter
derart modifiziert, dass dessen Wert ab einer vordefinierten
Temperatur geringfiigig variiert wird (vgl. Abb. 12).
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Abb.12: Schar aus Simulationen ohne Konvektion, mit jeweils ab 45 °C

a) b °C niedrigerer Umgebungstemperatur, b) 5 °C schwacherer Unterkiihlung am Messpunkt,
Die gezeigten Temperaturen sind dem mittleren Simulationspunkt (NV/4|M/4) entnommen. Man erkennt, dass darin

Bei der Unterkiihlung ist jedoch der Mpemba-Effekt nur eine lokale Tauschung: Es ist in der VergroRerung d)
zu sehen, dass das globale vollstandige Gefrieren des urspriinglich kalteren und starker unterkiihlten Wassers

Messfehler konnen z.B. durch eine ungenaue Positionierung
der Thermometer verursacht werden. Mit der Graphenschar
der Simulation lasst sich bestatigen, dass bereits eine horizon-
tale Verschiebung des Messpunkts um 1 cm (bei 7 cm Durch-
messer) die falschliche Beobachtung des Mpemba-Effekts
hervorrufen kann.

Neben den Messfehlern konnen auch Stérungen im Wasser,
beispielswiese die zuvor erwdhnte Unterkiihlung, in Kombi-
nation mit einer punktformigen Messung zu Fehlinterpreta-
tionen fiihren. Eine schwichere Unterkithlung des kilteren
Wassers ist bereits bei 2 °C Unterschied entscheidend fiir das
Uberholen des warmen Wassers bei der punktweisen Kristal-
lisation, wie die Simulation zeigt. Wie in Kapitel 7.3 darge-
legt, betrifft diese Verzogerung jedoch immer nur einen klei-

nen Bereich um den Messpunkt und ist global unabhingig
von der Starttemperatur und der Beschaffenheit der (in dieser
Arbeit verwendeten) Gefifle (s. Abb. 12d)). Sie ware abhin-
gig von der verwendeten Fliissigkeit und von Gefafien ande-
rer Arten, was jedoch mit identischen Bedingungen in Wider-
spruch steht.

Andere Storungen kann z.B. Inhomogenitit der Tempera-
tur am Kiihlort sein. Durch die erwihnte Belegung der Kiihl-
schldauche einer Kithltruhe kommt es zu Unterschieden bei
der Temperatur an verschiedenen Stellen, was die Simulation
zeigt: Die Erhohung der Umgebungstemperatur von -15 °C
auf -10 °C 16st bereits deutlich den scheinbaren Mpemba-Ef-
fekt aus.
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Der Mpemba-Effekt, definiert durch das makroskopische
schnellere Gefrieren von warmem Wasser gegeniiber kal-
tem unter identischen Bedingungen, konnte nach dieser Ar-
beit also nicht nachgewiesen werden. Dies entspricht auch
den Hauptsitzen der Thermodynamik. Stattdessen kann es
im Alltag durchaus vorkommen, dass warmes Wasser schnel-
ler als kaltes gefriert, was jedoch nicht als Mpemba-Effekt be-
zeichnet werden sollte. Denn diese Beobachtung basiert dar-
auf, dass die inneren und dufleren Bedingungen des warmen
und kalten Wassers nicht identisch sind oder das Ergebnis
durch ungenaue oder punktuelle Messungen ebenfalls fehler-
behaftet ist.

8. Fazit

Nach vierjahriger Forschung sowie der steten Optimierung
der experimentellen Genauigkeit der Durchfithrung konnten
wir viele Erkenntnisse {iber den Gefrierprozess vom Wasser
gewinnen. Es wurden mit Variationen zahlreicher Parameter
und mit Berechnungen verschiedene Hypothesen untersucht.
Die experimentellen und theoretischen Ergebnisse stimmen
dabei weitestgehend miteinander {iberein.

Insgesamt wurden innerhalb dieser Arbeit keine Evidenzen
fir den Mpemba-Effekt gefunden. Das urspriinglich wirme-
re Wasser gefriert nicht schneller als das urspriinglich kalte-
re, sofern das Gefrieren und die Messung unter den gleichen
Bedingungen geschieht. Die finale These aus dem experimen-
tellen und theoretischen Teil, dass der Mpemba-Eftekt nur ein
Scheineffekt ist, der aufgrund von Stérungen der Rahmenbe-
dingungen sowie von Messfehlern auftritt, lasst sich durch die
Modellierung bestatigen, indem scheinbare Ursachen in die
Simulationen kiinstlich eingebaut wurden und ein vermeint-
liches Auftreten des Mpemba-Effekts nachgewiesen wurde.

In Zukunft kann man mit Computern, die eine bessere Re-
chenfihigkeit besitzen, genauere Simulation des Gefrierpro-
zesses sowie Experimente mit préziseren Instrumenten und
hochwertigeren Ausstattungen durchfithren. Beides ist je-
doch derzeit im privaten und schulischen Kontext finanziell
nicht moglich.

Unabhingig von seiner physikalischen Existenz bleibt der
Mpemba-Effekt ein Beispiel fiir die Dynamik und Weiter-
entwicklung des Erkenntnisprozesses und besitzt nach wie
vor einen hohen wissenschaftlichen Stellenwert [2][3]. Er de-
monstriert anhand seines Namensgebers, dass sorgfiltige Be-
obachtung im Alltag unentbehrlich fiir die Forschung ist und
fungiert zugleich als zeitloser Ansporn fiir wissenschaftliches
Engagement.
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