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Beim radial-azimutalen Pendel wird ein Pendel am Ende 
eines Stabes befestigt, der sich in einer Ebene senkrecht zur 
Schwerkraft bewegen kann. Lenkt man das Pendel aus, 
schwingt es radial unter Einfluss der Schwerkraft und bewegt 
sich periodisch in der Ebene.
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2. Mathematische  
Modellierung und  
theoretische Lösung 

2.1 Zwangsbedingungen und 
generalisierte Koordinaten

Um das Problem mathematisch zu be-
schreiben, wird der Lagrange-For-
malismus verwendet. Hierbei werden 
generalisierte Variablen und Zwangs-
bedingungen genutzt, um die Energie-
gleichungen des Systems aufzustellen 
und dann allgemeine Bewegungsglei-
chungen mithilfe der Euler-Lagrange-
Gleichung abzuleiten. Diese Zwangsbe-
dingungen werden in den Gleichungen 
1 bis 3 mathematisch beschrieben.

Es wird ein rechtsdrehendes Koordi-
natensystem benutzt. Hierbei ist die 
z-Achse die Vertikale (Abb. 2) und der 
Stab bewegt sich in der xy-Ebene.

Der elastische Stab hat die Länge r und 
die fiktive Punktmasse m. Er fängt im 
Ursprung des Koordinatensystems an 
und liegt in Ruhelage auf der x-Achse. 
Seine Elastizität wird mithilfe einer Fe-
derkonstante ky (siehe Abb. 3) beschrie-
ben: Hier ist also eine Feder in y-Rich-
tung gesetzt, da sich der Stab genau in 

Federn abgebildet. Dies soll die Rück-
stellkraft des elastischen Stabes abbil-
den. Das sphärische Pendel entspricht 
der üblichen Darstellung, also einer 
Punktmasse, die an einem masselosen 
Faden konstanter Länge befestigt ist. 
Stellt man nun die für das System nö-
tigen Gleichungen mithilfe des Lag-
range-Formalismus auf, so können die 
allgemeinen Bewegungsgleichungen 
abgeleitet und numerisch gelöst werden. 

Mithilfe eines Versuchsaufbaus werden 
die Pendelbewegungen experimentell 
gemessen. Die verwendete Apparatur 
entspricht genau dem in Abb. 1 darge-
stellten Aufbau. Nach Durchführung 
des Versuches werden theoretische so-
wie experimentelle Ergebnisse mitein-
ander verglichen.
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1. Problemstellung  
und Einleitung

Bei dem azimutal-radialen Pendel han-
delt es sich um ein System gekoppel-
ter Schwingungen. Ein elastischer Stab 
wird mittels einer Schnur so fixiert, 
dass nur horizontale Bewegungen in 
einer Ebene senkrecht zur Schwer-
kraft möglich sind (in Abb. 1 hellblaue 
Ebene). Am Ende des Stabes hängt ein 
sphärisches Pendel, das sich frei bewe-
gen kann. 

Im mathematischen Modell wird der 
elastische Stab durch einen starren, 
masselosen Stab, an dessen Ende sich 
eine fiktive Masse befindet, ersetzt. Da-
bei ist die fiktive Masse des Stabes sehr 
viel kleiner als die Masse des Pendels. 
Die Biegekräfte des elastischen Stabes 
werden am starren Stab mithilfe von 

Abb. 1: Das radial- 
azimutale Pendel
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   →  RP    beschrieben und mit    →  r    gekoppelt 
(siehe Abb. 4). 

Der Ortsvektor des Pendels    
⟶

  l (  t )     ist defi-
niert als: Formel (6)

Die zeitliche Ableitung     
⟶
  l (  t )    

˙
     von    

⟶
  l (  t )     ist:  

Formel (7)

Die Lagrangefunktion  ℒ  ist definiert 
als: 
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r =

xR(t)2 + yR(t)2 ∀t (1)

zR(t) ≡ 0 ∀t (2)

l =

(xP (t)2 − xR(t)2) + (yP (t)2 − yR(t)2) + zP (t)2 ∀t (3)

r⃗(t) =



xR(t)
yR(t)
zR(t)


 = r



cos θ1(t)
sin θ1(t)

0


 (4)

˙⃗r(t) =



ẋR(t)
ẏR(t)
żR(t)


 = rθ̇1



− sin θ1
cos θ1
0


 (5)

l⃗(t) =



xP (t)
yP (t)
zP (t)


 = R⃗P (t) + r⃗(t) = l



sin θ2(t) cos θ3(t)
sin θ2(t) sin θ3(t)

− cos θ2(t)


+ r⃗(t) (6)

˙⃗
l(t) =



ẋP (t)
ẏP (t)
żP (t)


 =

˙⃗
RP (t) + ˙⃗r(t) = l



θ̇2 cos θ2 cos θ3 − θ̇3 sin θ2 sin θ3
θ̇2 cos θ2 sin θ3 + θ̇3 sin θ2 cos θ3

θ̇2 sin θ2


+ ˙⃗r (7)

L = T − V, (8)

d

dt


∂L
∂q̇i


− ∂L

∂qi
= 0 (9)

T = TP + TR =
M

2
˙⃗
l2 +

m

2
˙⃗r2 (10)

V = VR + VP =
1

2
kyy

2
R +MgzP (11)

θ̈2 = sin θ2


− g

l
+ θ̇23 cos θ2


− ÿR

l
cos θ2 sin θ3 (12)

ÿR = −r


θ̇21 sin θ1 − θ̈1 cos θ1


(13)

1

 (8)

dabei ist  T  die gesamte kinetische Ener-
gie des Systems und  V  die potentielle 
Energie. 

diese eine Richtung verbiegen kann. In 
x-Richtung werden keine Federn ge-
setzt, da es eine sehr hohe Energie be-
nötigt, den Stab in seine Längsrichtung 
zu verformen. Diese Energie kann vom 
Pendel nicht aufgebracht werden. 

Da die Stablänge r konstant ist, bewegt 
sich der Aufhängepunkt R des Pendels 
auf einer Kreisbahn. Daraus folgt die 
erste Zwangsbedingung: 
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ÿR = −r


θ̇21 sin θ1 − θ̈1 cos θ1


(13)

1

 (1)

Da der Stab fixiert ist, kann er sich nur 
in der xy-Ebene bewegen. Es gilt die 
zweite Zwangsbedingung:
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Der masselose Faden des Pendels P hat 
die konstante Länge l, M ist die Punkt-
masse des Pendels.

Wegen der konstanten Länge gilt die 
dritte und letzte Zwangsbedingung: 
Formel (3)

Aus der Anzahl der oben genannten 
Zwangsbedingungen geht hervor, dass 
das System drei generalisierte Variablen 
und deren zeitliche Ableitungen zur Be-
rechnung benötigt. Diese sind der Win-
kel des Stabes θ1, der seinen Ausschlag 
in der xy-Ebene beschreibt, θ2, der den 
Ausschlag des Pendels von der Verti-
kalen beschreibt und θ3, der die Rotati-
on des Pendels um seine Vertikale be-
schreibt. (siehe Abb. 2)

2.2 Herleitung der allgemeinen 
Bewegungsgleichungen

Der Ortsvektor    →  r    der Stabspitze des Sta-
bes R ist:
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ẋP (t)
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− ÿR

l
cos θ2 sin θ3 (12)

ÿR = −r


θ̇21 sin θ1 − θ̈1 cos θ1


(13)

1

 (4)

Und dessen zeitliche Ableitung     →  r   ˙    wird 
zu:
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ÿR = −r


θ̇21 sin θ1 − θ̈1 cos θ1


(13)

1

 (5)

Die Position des Pendels P wird durch 
die sphärischen Polarkoordinaten 
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Abb. 2: Die Variablen des  
mathematischen Modells 
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Abb. 3: Die Federkonstante  
des Stabes
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Abb. 4: Die Ortsvektoren  
des Systems
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l =
√

(xP (t)− xR(t))2 + (yP (t)− yR(t))2 + zP (t)2 ∀t (1)

1

Formel (3)
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ÿR = −r


θ̇21 sin θ1 − θ̈1 cos θ1


(13)

1

Formel (6)

Junge Wissenschaft Formeln .TEX

hamp-jonas

January 2022

1 Formeln

r =

xR(t)2 + yR(t)2 ∀t (1)

zR(t) ≡ 0 ∀t (2)

l =

(xP (t)2 − xR(t)2) + (yP (t)2 − yR(t)2) + zP (t)2 ∀t (3)

r⃗(t) =



xR(t)
yR(t)
zR(t)


 = r



cos θ1(t)
sin θ1(t)

0


 (4)

˙⃗r(t) =



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Nach Euler-Lagrange [1] gilt folgende 
Beziehung zwischen den generalisier-
ten Koordinaten:
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Wobei   q  i    die i-te generalisierte Koordi-
nate darstellt. Hier sind sie   θ  1   ,   θ  2   ,   θ  3   . 

Die Energiegleichungen ergeben sich 
zu:
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ẋP (t)
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In Gleichung 10 werden die kinetischen 
Energien des Pendels und des Stabes be-
trachtet und in Gleichung 11 die poten-
tielle Energie des Pendels und des Sta-
bes, wobei der erste Term die potentielle 
Energie auf der Feder (ky) beschreibt 
und der zweite Term die Höhenenergie 
des Pendels beschreibt.

Durch Einsetzen der kinetischen Ener-
gie (Gleichung 10) und der potentiel-
len Energie (Gleichung 11) in die Eu-
ler-Lagrange Gleichung (Gleichung 9) 
und nach Ausführung der entsprechen-
den Differentiationen ergeben sich die 
Bewegungsgleichungen für   θ  1   ,   θ  2    (Glei-
chung 12) und   θ  3    (Gleichung 14). 

Das zeitliche Verhalten des Winkels   θ  1    
wird im Folgenden nicht mehr explizit 
analysiert, sondern nur noch im Kon-
text der Pendelbewegung (siehe Variab-
le    y ¨    R    in Gleichung 13). 

Die Gleichung für   θ  2    ist: Formel (12)

Dabei ist    y ¨    R   : (siehe auch Gl.4)
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Dabei beschreibt der erste Term der 
Gleichung 12 den Einfluss der Gravi-
tation, der zweite Term den Einfluss 
der Zentrifugalkraft und der dritte 

Term den Einfluss der rücktreibenden 
Kraft des Stabes auf das Pendel. Ist der 
Aufhängepunkt in Ruhe, also    y ¨    R   = 0  
und    y ˙    R   = 0  , so reduziert sich diese Dif-
ferentialgleichung auf die eines sphäri-
schen Pendels. Ist darüber hinaus die 
Zentrifugalkraft gleich null (   θ ˙    3   = 0 ),  
so reduziert sich die Differentialglei-
chung auf die eines ebenen, physikali-
schen Pendels.

Die Gleichung für   θ  3    ist:
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ÿR
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 (14)

Die Gleichung 14 kann umgeschrieben 
werden als:θ̈3 =
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2

 
 

 (15)

Hier beschreibt die linke Seite der Glei-
chung 15 die zeitliche Änderung des 
Drehimpulses und die rechte Seite das 
durch die Stabbewegung erzeugte Dreh-
moment. Wegen der periodischen Än-
derung des Drehmoments ( cos  θ  3   ) stellt 
die Gleichung eine klassische Schwin-
gungsgleichung dar. Ist die rechte Sei-
te gleich null, also    y ¨    R   = 0 , so bleibt der 
Drehimpuls erhalten und die Gleichung 
beschreibt die Dynamik eines sphäri-
schen Pendels. Azimutale Schwingun-
gen finden dann nicht statt. Die Grö-
ße    y ¨    R   , die Schwingung des Stabes, ist 
also Ursache für die azimutale Schwin-
gung und das koppelnde Element zwi-
schen radialer und azimutaler Schwin-
gung. 

Die Gleichungen 12 bis 14 stellen ein 
nichtlineares System gekoppelter Diffe-
rentialgleichungen dar. Solche Systeme 
sind im Allgemeinen nicht analytisch 
lösbar, sondern können nur mit nume-
rischen Verfahren bearbeitet werden.
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żR(t)


 = rθ̇1



− sin θ1
cos θ1
0


 (5)

l⃗(t) =



xP (t)
yP (t)
zP (t)


 = R⃗P (t) + r⃗(t) = l



sin θ2(t) cos θ3(t)
sin θ2(t) sin θ3(t)

− cos θ2(t)


+ r⃗(t) (6)

˙⃗
l(t) =



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mation umgerechnet werden:
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ÿR
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i

k=1

 tk

tk−1

 tk

tk−1

θ̈n(t, θ̈ ̸=nθ̇ ̸=n, θ̸=n)dt


dt


(20)

2

 (19a)

θ̈3 =
1

sin θ2


− 2θ̇2θ̇3 cos θ2 −

ÿR
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= −lÿR sin θ2 cos θ3 (15)

Ry(γ) =




cos γ 0 sin γ
0 1 0

− sin γ 0 cos γ


 =




0 0 1
0 1 0
−1 0 0


 (16)

#     »

RP ′ = l



sin θ′2 cos θ

′
3

sin θ′2 sin θ
′
3

+cos θ′2


 (17)

l⃗′ = Ry(γ)
#     »

RP ′ + r⃗ = l




cos θ′2
sin θ′2 sin θ

′
3

− sin θ′2 cos θ
′
3


+ r⃗ (18)

θ′2 = arccos


sin θ2 cos θ3


(19a)

θ′3 = arctan


tan θ2 sin θ3


(19b)

θn(ti) = θn(0) +
i

k=1

 tk

tk−1

 tk

tk−1

θ̈n(t, θ̈ ̸=nθ̇ ̸=n, θ̸=n)dt


dt


(20)

2

 
(19b)

2.4 Numerische Lösung 

Nun, da die Singularität die numerische 
Berechnung des Systems nicht mehr 
stört, können mithilfe von MATHE-
MATICA 12 STUDENT EDITION die 
Gleichungen numerisch gelöst werden. 
Die numerische Lösung wird formal 
durch Formel (20) beschrieben. Dabei 
ist   t  i    der Zeitpunkt der i-ten Iteration 
und   θ  n   (0)   der Startwinkel der Variab-
le   θ  n   .

2.3 Lösungsansatz für  
die Singularität

Wenn sich nun der Pendelkörper in 
Richtung seiner Ruhelage bewegt, also   
θ  2    gegen Null läuft, ergibt sich eine ma-
thematische Singularität in der Glei-
chung 14 der Variablen    θ ¨    3   .

Um trotz der Singularität eine nume-
rische Lösung zu finden, wird ein neu-
er Variablensatz mit folgenden Win-
keln definiert:   θ  1    (siehe auch Abb. 2 und 
Abb. 5),   θ  2  ́    und   θ  3  ́   . 

Die neue Variable   θ  2  ́    ist der Winkel zwi-
schen dem Pendel und der x-Achse (sie-
he Abb. 6), und   θ  3  ́    beschreibt die Rota-
tion der Pendelebene in der yz-Ebene 
(siehe Abb. 7).

Der neue Variablensatz lässt sich aus 
dem alten Variablensatz mithilfe der 
Matrix   R  y   (γ)   und dem Winkel  γ =  π _ 2    
herleiten (dies entspricht einer Drehung 
von   π _ 2    um die y-Achse).

Formel (16)

Der Vektor der Kugelkoordinaten des 
Pendels    →  RP    wird wegen der Transfor-
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⟶
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ÿR
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
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
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θn(ti) = θn(0) +
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
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2

 (17)

Und die neuen Pendelkoordinaten    
→
  l ′     

werden dann zu: Formel (18)

Auch die Startwerte müssen entspre-
chend der vorangegangenen Transfor-

Um von den numerisch berechneten 
Winkeln   θ  1   ,   θ  2    und   θ  3    also auf die Ko-
ordinaten   x  P   ,   y  P   ,   z  p   ,   x  R    und   y  R    zu kom-
men, wird die Gleichung 4 für den elas-
tischen Stab und die Gleichung 6 für 
das sphärische Pendel benutzt.

Die Lösung kann als Funktion der Posi-
tionen in Abhängigkeit der Zeit geplot-
tet werden. Die Abb. 8 zeigt als Funkti-
on der Zeit die mithilfe der Winkel   θ  1    
bis   θ  3    berechneten Positionen des Pen-
dels und seines Aufhängepunktes. Hier-
bei wurden für die Kalkulation die glei-
chen Parameter- und Startwerte (siehe 
Beschriftung unterhalb Abb. 8) wie im 
Experiment verwendet. 
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Abb. 8: Die Pendel- und Stabkoordinaten als Funktion der Zeit.  
Die Konstanten sind:  l = 0,23 m ,  r = 0,275 m ,  M = 0,04 kg ,  
m = 0,004 kg ,   k  y   = 8,3    N _  m  ,  g = 9,8  m _  s   2    ,  T = 27 s  
Und die Startwerte sind:   θ  1   = 0 ,    θ ˙    1   = 0 ,   θ  2   = 0,8 RAD ,    θ ˙    2   = 0 ,   
θ  3   = 0,15 RAD ,    θ ˙    3   = 0 
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Abb. 10). Das Pendel bewegt sich dann 
bis zur unteren Ecke der linken Ein-
buchtung und kehrt dann in Rich-
tung des Ausgangspunktes zurück. 
Auch kann die Trajektorie aus Sicht 
der yz-Ebene betrachtet werden (sie-
he Abb. 12). Für die Abbildungen 10 bis 
13 gelten die gleichen Konstanten und 
Startbedingungen wie in Abb. 9.

3. Das Experiment

Wie in Abb.  14 zu erkennen ist, be-
steht der experimentelle Aufbau aus ei-
nem festen Gerüst, an dem ein elasti-
scher Stab der Länge  r = 0,275 m  und 
der Masse  m = 0,004  kg  befestigt ist. 
Die Federkonstante ist etwa   k  y   = 8,3   N _ m    .  
Am Ende dieses Stabes ist eine Mas-
se  M = 0,04  kg  an einem näherungs-
weisen masselosen Faden der Län-
ge  l = 0,23 m  aufgehängt. Dies ist das 
sphärische Pendel. Die Startwerte des 
Stabes sind   θ  1   = 0  und    θ ˙    1   = 0  und 
die des Pendels sind   θ  2   = 0,8 ,    θ ˙    2   = 0 ,   
θ  3   = 0,15  und    θ ˙    3   = 0 . Das Pendel wird 
ausgelenkt und beginnt zu schwingen.

Nach der anfänglichen Auslenkung be-
ginnt das Pendel, sowohl in radialer als 
auch in azimutaler Richtung zu schwin-
gen. Aus den Beobachtungen mit blo-
ßem Auge konnte die Theorie bereits 
qualitativ bestätigt werden. Für einen 
quantitativen Vergleich zwischen Expe-
riment und Theorie wurde das Experi-
ment mit Kameras aufgezeichnet, digi-
talisiert und mithilfe von Trackern [3], 
einem Videoanalyse-Programm, ausge-
wertet. So konnten die Positionen des 
Stabes und des Pendels als eine Funk-

Die Federkonstante wurde mithilfe ei-
nes Lineals und eines Newtonmeters 
experimentell bestimmt.

In der Modellrechnung wurden auch 
unterschiedliche Werte für die Masse 
des Stabes verwendet. Dabei zeigte sich, 
sofern die fiktive Masse des Stabes m 
deutlich kleiner ist als die des Pendels 
M, dass die Unterschiede bei den theo-
retischen Daten, also die Bewegung des 
Stabes mit dem gekoppelten Pendel in 
Koordinatenform, sehr gering waren.

In Abb. 8 kann man bereits gut erken-
nen, wie die Bewegung des Systems in 
etwa aussieht: Wie erwartet ändert sich   
x  R    nur sehr geringfügig, Ausschläge 
sind dann zu beobachten, wenn der Ab-
stand des Pendelkörpers in y-Richtung 
groß wird. 

Bei   x  P   , dem Graphen in blau, erkennt 
man, dass seine Amplitude abnimmt, 
während   y  P    zunimmt. Dies ist der 
Übergang von der anfänglichen radia-
len Schwingung in die radial-azimuta-
le Schwingung. Der Graph ist um die 
Stablänge verschoben. 

  y  P   , das den azimutalen Schwingungs-
anteil beschreibt, erreicht dann maxi-
male Werte, wenn   x  P    minimale Werte 
erreicht.   y  P    ist in Phase mit   y  R   , da bei-
de Schwingungen durch die Kopplung 

stark voneinander abhängig sind.   z  P    
nimmt ab, wenn   y  P    zunimmt.

2.5 Die Energien des Systems

Auch können die Energien des Systems 
nun untersucht werden: Abb. 9 zeigt, 
dass die Gesamtenergie konstant bleibt. 
Man kann also auf fehlerfreie Berech-
nung in diesem Bereich schließen. Die 
kinetische Energie und das Potential 
verlaufen in entgegengesetzter Phase.

2.6 Die Trajektorien

Plottet man die Trajektorie des Pen-
dels, also die fiktive Spur, die das Pen-
del hinterlässt, so kann man die azimu-
tale Schwingung des Pendels erkennen 
(siehe Abb. 10). Dabei bewegt sich die 
Schwingungsebene des Pendels erst ge-
gen den Uhrzeigersinn und dann im 
Uhrzeigersinn zurück (siehe Video 1). 
Die anfängliche Bewegungsart (mit 
oder gegen den Uhrzeigersinn) hängt 
dabei von der Startgeschwindigkeit    θ ˙    3    
ab. Ist    θ ˙    3   > 0  so bewegt sich das Pen-
del anfangs gegen den Uhrzeigersinn, 
ist    θ ˙    3   < 0 , so bewegt es sich anfangs im 
Uhrzeigersinn. 

Der Startpunkt des Pendels befindet 
sich dabei in der oberen, rechten Ecke 
der rechten Einbuchtung der ebenen 
Trajektorie (siehe rote Markierung in 
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Abb. 9: Die Energien des Systems 
Die Konstanten sind:  l = 0,23 m ,  r = 0,275 m ,  M = 0,04 kg ,  
m = 0,004 kg ,   k  

y
   = 8,3    N _  m  ,  g = 9,8  m _  s   2    ,  T = 27 s  

Und die Startwerte sind:   θ  
1
   = 0 ,    θ ̇    

1
   = 0 ,   θ  2   = 0,8 RAD ,  

   θ ˙    2   = 0 ,   θ  3   = 0,15 RAD ,    θ ˙    3   = 0 

Vid. 1: Animation der 
Pendebewegung
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tion der Zeit evaluiert werden (sie-
he Abb. 15) Zum besseren Verständnis 
kann hier auch das Video 2 betrachtet 
werden. In diesem sieht man auf das 
System von oben (aus Sicht der xy-Ebe-
ne) mit einer blauen Markierung für 
den Stab und einer roten Markierung 
für das Pendel.

4. Vergleich von Theorie und 
Experiment

Nachdem in Kapitel 3 mithilfe des Vi-
deo-Trackings die Bewegung des Sys-
tems experimentell gemessen werden 
konnte, wird die Theorie nun quan-
titativ getestet. In den folgenden Ab-
bildungen (Abb. 16 bis 19) werden die 
experimentellen Größen mit den jewei-
ligen theoretischen Berechnungen ver-
glichen. Im Folgenden ist zu beachten, 

dass in der Theorie Einflussgrößen wie 
zum Beispiel Luftwiderstände und Rei-
bungen, die im Experiment relevant 
sind, nicht berücksichtigt wurden. All-
gemein erkennt man, dass die beobach-
teten und berechneten Phasen für die 
verschiedenen Größen sehr gut überein-
stimmen, d. h. das Zeitverhalten durch 
das Modell sehr gut beschrieben wird. 
Die Übereinstimmung der gemessenen 
und berechneten Amplituden ist meist 
gut, mit Ausnahme der Größe   z  P    in den 

Abb. 14: Der Aufbau des Experiments 

Vid. 2: Blick von oben auf  
die xy-Ebene, die Stabspitze  
ist blau markiert, das  
Pendel rot

y

z
Trajektorie in yz -Ebene

Abb. 12: Trajektorie aus Sicht der yz-Ebene

Abb. 11: Räumliche Trajektorie des PendelsAbb. 10: Ebene Trajektorie des Pendels

x

z
Trajektorie in xz -Ebene

Abb. 13: Trajektorie aus Sicht der xz-Ebene
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ersten und letzten 5 Sekunden. Die Ab-
weichung beim Parameter   z  P    lässt sich 
am ehesten dadurch erklären, dass diese 
Größe nicht gemessen wurde, sondern 
aus den anderen Werten hergeleitet 
wurde, was zu einer Vergrößerung des 
Fehlers führen kann.

5. Schluss 

In der vorliegenden Arbeit wurde das 
Thema sowohl theoretisch mithilfe des 
Lagrange-Formalismus, als auch ex-
perimentell untersucht. Aus dem Ver-
gleich der jeweiligen theoretischen und 
experimentellen Daten in Kapitel 4 er-
kennt man eine gute Übereinstimmung 
im zeitlichen Verhalten. Auch die Über-
einstimmung der Amplituden ist an-
fangs gut, später gibt es Abweichungen, 
die sich aus Dämpfungseffekten infolge 
von Reibungen, die nicht in der Theorie 
berücksichtigt sind, ergeben.
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