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Deutscher Kalibrierdienst (DKD)

Im DKD sind Kalibrierlaboratorien von Industrieunternehmen, Forschungsinstituten,
technischen Behorden, Uberwachungs- und Priifinstitutionen seit der Griindung 1977
zusammengeschlossen. Am 03. Mai 2011 erfolgte die Neugriindung des DKD als technisches
Gremium der PTB und der akkreditierten Laboratorien.

Dieses Gremium tragt die Bezeichnung Deutscher Kalibrierdienst (DKD) und steht unter der
Leitung der PTB. Die vom DKD erarbeiteten Richtlinien und Leitfaden stellen den Stand der
Technik auf dem jeweiligen technischen Fachgebiet dar und stehen der Deutschen
Akkreditierungsstelle GmbH (DAKkS) fur die Akkreditierung von Kalibrierlaboratorien zur
Verfligung.

Die akkreditierten Kalibrierlaboratorien werden von der DAKkS als Rechtsnachfolgerin des
DKD akkreditiert und Uberwacht. Sie fiihren Kalibrierungen von Messgeraten und
MalRverkdrperungen fir die bei der Akkreditierung festgelegten MessgréRen und
Messbereiche durch. Die von ihnen ausgestellten Kalibrierscheine sind ein Nachweis fir die
Ruickfuhrung auf nationale Normale, wie sie von der Normenfamilie DIN EN 1ISO 9000 und der
DIN EN ISO/IEC 17025 gefordert wird.

Kontakt:

Physikalisch-Technische Bundesanstalt (PTB)
DKD-Geschéftsstelle

Bundesallee 100 38116 Braunschweig
Postfach 33 45 38023 Braunschweig
Telefon Sekretariat: (05 31) 5 92-8021
Internet: www.dkd.eu
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Vorwort

DKD-Leitfaden stellen Empfehlungen zu technischen Fragestellungen dar, die sich im
Zusammenhang mit der praktischen Arbeit von akkreditierten Kalibrierlaboratorien ergeben. In
den Leitfdaden werden Vorgehensweisen beschrieben, die den akkreditierten Kalibrier-
laboratorien als Vorbild zur Festlegung interner Verfahren und Regelungen dienen kdnnen.
DKD-Leitfaden kénnen zum Bestandteil von Qualitditsmanagementhandbuchern der Kali-
brierlaboratorien werden. Durch die Anwendung der Leitfaden kann der Stand der Technik auf
dem jeweiligen Gebiet in die Laborpraxis Eingang finden. Dies soll einer Vereinheitlichung der
Verfahren und einer effizienteren Arbeit in den Kalibrierlaboratorien dienen.

Die DKD-Leitfaden sollen nicht die Weiterentwicklung von Kalibrierverfahren und -ablaufen
behindern. Abweichungen von Leitfaden bzw. neue Vorgehensweisen sind mdglich, wenn
fachliche Griinde daflrsprechen.

Der vorliegende Leitfaden wurde im Rahmen des Fachausschusses Messunsicherheit erstellt
und vom Vorstand des DKD genehmigt.
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1 Einleitung

In einschlagigen Normen und Schriften [1-19] wird bei Messungen die Angabe eines voll-
standigen Messergebnisses gefordert, das aus dem Messwert y (bester Schatzwert der Mess-
gréRe) und der beigeordneten erweiterten Messunsicherheit U, mit einer gewahlten Uberde-
ckungswahrscheinlichkeit p besteht. In der Kalibrierpraxis wird meistens p = 0,95 gewahlt und
das Subskript p weggelassen:

yEU (1)

Die Einheit ist ebenfalls stets anzugeben. Aullerdem ist die MessgréRe kurz aber vollstandig
zu beschreiben.

Beispiel eines vollstandigen Messergebnisses:

Der gemessene Wert des 10 kQ Widerstandes bei einer Messtemperatur von 23 °C und
einem Messstrom von 100 pA betragt (10 000,178 + 0,017) Q.

Angegeben ist die erweiterte Messunsicherheit fiir eine Uberdeckungswahrscheinlichkeit
von 95 %. Anmerkung: Der genaue Text kann auch vorgegeben sein, sieche DAKkS-DKD-5
oder DAkkS 71 SD 0 025.

Die erweiterten Messunsicherheiten sind notwendig fiir eine Entscheidung bzgl. der Uberein-
stimmung oder Nichtiibereinstimmung mit Spezifikationen, z. B. der Ubereinstimmung oder
Nichtlibereinstimmung eines Werkstiickes mit einer vorgegebenen Toleranz oder eines Mess-
gerates mit den Grenzen der groéfiten zuldssigen Abweichung (Konformitatsaussagen nach
DIN EN ISO 14253 [17] bzw. Nachweis der Prifprozesseignung nach VDA-5 [18]).

Die Ermittlung der Messunsicherheit ersetzt nicht die Qualifikation und Erfahrung des Mess-
technikers, z. B. bei der

» Auswahl des geeigneten Messverfahrens

» Gestaltung des Messaufbaus

» Durchfihrung der Messungen

» Auswertung der Messungen

Die Auswahl der Messverfahren wird wesentlich vom gewahlten Messprinzip und der Mess-
methode bestimmt. Beide kdnnen zu Messabweichungen fliihren. Einige wichtige Quellen von
Messunsicherheiten sind in Tabelle 1 beschrieben.
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Tabelle 1: Beispiele fiir Quellen von Messunsicherheiten beim Messen elektrischer Groen
[14]

Quelle Ursache

Messgerate Messabweichung, interne und externe Abgleiche, Aufldsung,
Rauschen, Driften, Schutzschirmtechnik

Umgebungsbedingungen Umgebungstemperatur, Luftdruck, relative Luftfeuchte, Mag-
netfeld, Vibration, St63e, umgebendes Medium, Netzstérun-
gen, EMV (elektromagnetische Felder)

Schaltungs- und Ein- und Ausgangsimpedanzen, Leitungs- und Kontakttber-

Versuchsaufbau gangswiderstande, Isolationswiderstande, Leitungsflihrung,
Schirmung und Erdung, Thermospannungen, Versorgungs-
spannungen

Beobachter Anwesenheit des Beobachters (Temperaturstrahlung, elektro-

statische Aufladung, Antennenwirkung), Erfahrung

Grolle Sorgfalt ist notwendig, um Fehler (Schreib-, Ablese- oder Rechenfehler) zu vermeiden.
Wenn moglich sollen validierte Rechenprogramme verwendet werden. Eigene Programme
sind sorgsam zu prifen und zu dokumentieren. Es ist selbstverstandlich, dass keine Messge-
rate zum Einsatz kommen, deren Kalibrierfrist abgelaufen ist.

Im Abschnitt 2 finden sich Begriffsdefinitionen und eine Erlauterung der tblichen Benennungen
(Nomenklatur). Abschnitt 3 dient dazu, Vorgehensweisen darzustellen, die die Bestimmung
der Messunsicherheit in der Praxis vereinfachen kénnen, und einige Methoden zur Vi-
sualisierung von Kalibrierergebnissen vorzustellen. Abschnitt 4 enthalt eine Zusammenfas-
sung. Mathematische Details und Ableitungen fiir besonders interessierte Leser sind in An-
hangen dargestellt. Der Haupttext ist in sich abgeschlossen, die Anhange muss man nicht
unbedingt lesen, sie dienen Uberwiegend der Darstellung der Grundlagen fir daran
interessierte Leser. Eine detaillierte Inhaltsangabe findet man vor Anhang A.

2 Begriffsdefinitionen und Nomenklatur
2.1 Definition der Messunsicherheit

Messunsicherheit ist nach VIM[5] ein dem Messergebnis zugeordneter nichtnegativer
Parameter, der die Streuung der Werte kennzeichnet, die der Messgrof3e auf der Grundlage
der benutzten Information beigeordnet ist.

Die Unsicherheit einer zusammengesetzten GréRRe kann fir lineare Modelle mittels des
Gaulschen Fortpflanzungsgesetzes ermittelt werden. Die in der Praxis gebrauchte erweiterte
Messunsicherheit muss zusatzlich zur Standardmessunsicherheit bestimmt werden (s.
Abschnitt 3).

2.2 Weitere Definitionen und Anmerkungen

Der GUM verwendet lateinische, kursive GroRRbuchstaben fur (Mess-)GrofRen und lateinische,
kursive Kleinbuchstaben fir die besten Schatzwerte von Groflen. So werden die
EingangsgroéfRen mit X; und ihre besten Schatzwerte mit x;, die AusgangsgréRe mit ¥ und ihr
bester Schatzwert mit y bezeichnet. Die Ausgangsgrélie wird auch Ergebnisgréfie genannt. In
der Praxis empfiehlt es sich aber, die im Fachgebiet Ublichen Symbole zu verwenden. Meist



DKD-L 13-1

Pramsgerechte_Ermlttll_Jng der Ausgabe: 02/2012
Messunsicherheit —
) Revision: 1
https://doi.org/10.7795/550.20191105
Seite: 8/53

geht aus dem Kontext klar hervor, ob die GréRe oder der Wert gemeint ist. Im Zweifelsfall sollte
man klarstellen, was gemeint ist.

Fir das Verstandnis der Begriffe ,Schatzwert®, ,Standardmessunsicherheit” und ,erweiterte
Unsicherheit” ist es wichtig zu wissen, dass man aufgrund unvollstandiger Kenntnisse tber
den Wert einer GroRe nur eine Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (PDF') angeben kann, die
das Mal des Vertrauens in die aufgrund dieser Kenntnisse realistischerweise moéglichen
Werte ausdrlickt. Es gibt feste Regeln, s. Abschnitt 3.2, nach denen man die Wahrscheinlich-
keitsverteilung flur eine Gréf3e anhand vorliegender Kenntnisse bestimmen kann. Man spricht
von einer ,PDF flr eine GroRRe“. In dieser Interpretation

» ist der beste Schatzwert flir den Wert einer Grofe der Erwartungswert der PDF flr die
(Mess-)GrolRe,

» ist die Wurzel aus der Varianz dieser PDF, d. h. ihre Standardabweichung, die Stan-
dard(mess)unsicherheit und

> liegt der GréRenwert mit einer Uberdeckungswahrscheinlichkeit von Ublicherweise
95 % im Uberdeckungsintervall [y — U, y + U].

In der Praxis hat man meistens lineare oder linearisierte Modelle (s. Abschnitt 3.1), sodass
man nicht mit Wahrscheinlichkeitsverteilungen rechnen muss. Es genigt, den Erwartungs-
wert und die Varianz der Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir eine Gré3e zu kennen.

In den meisten Fallen kann man annehmen, dass man fir die AusgangsgroRRe eine
Normalverteilung (nach GauB) erhalt, dann hat der Erweiterungsfaktor & fur eine 95 %
Uberdeckung den Wert 2 (gerundeter Wert, genauer Wert: 1,96).

Tabelle 2: Begriffe und Formeln zur Ermittlung der erweiterten Messunsicherheit fiir lineare
oder linearisierbare Modelle fur nicht korrelierte Eingangsgréfen.

Modellfunktion f | beschreibt die AusgangsgroRe als | Y = f(X,, X,,... X})
Funktion der EingangsgrofRen
Standard- dem besten Schatzwert der @

messunsicherheit

Eingangsgroflie beigeordnete
Standardmessunsicherheit

Empfindlichkeits-
koeffizient

(Sensitivitatskoeffizient)

,:Ubertragungsfaktor“, fur die
Anderung des Wertes von X; auf
den Wert von Y (Details: Anhang B)

Unsicherheitsbei-
trag

Zwischenschritt in der
Messunsicherheits-Bilanz

(Kombinierte)
Messunsicherheit

dem Wert der Ausgangsgroiie
beigeordnete Messunsicherheit

Erweiterungsfaktor

Multiplikator

k=2 ©

Erweiterte
Messunsicherheit

Das Intervall [y—U, y+U] Uberdeckt
den Messwert mit
Wahrscheinlichkeit p

"Im Englischen verwendet man den Ausdruck probability density function (PDF), wortlich
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion. Der Name leitet sich oft aus der Form der Dichte ab, z. B.

Rechteckverteilung.
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Systematische AXxg |wird fur einen Kalibriergegenstand AX=X«kG—XNormal
Messabweichung©® (KG) durch Vergleich mit einem
Normal festgestellt
Zufallige 83X |Beispiel: endliche Auflésung beim X=Xmnp+6X
Messabweichung® Ablesen anzeigender Instrumente

(a) Die Standardmessunsicherheit ist die Wurzel aus der Varianz der Wahrschein-
lichkeitsverteilung und ist dem besten Schatzwert beigeordnet. Als bester Schatzwert
wird der Erwartungswert genommen. Mathematisch erhalt man den Erwartungswert,
indem man Uber das Produkt aus Wahrscheinlichkeitsdichte und méglichem Wert tber
alle méglichen Werte integriert. Man verwendet dafiir auch die Schreibweise x = E[X];
wobei X hier der Schatzer fur die GroRe X ist. In dieser Schreibweise kann man auch die
Unsicherheit darstellen: u*(x) = E[(X—x)*] = Var[X]

(b) Wenn die partielle Ableitung zu schwierig wird, dann kann man die Empfindlichkeits-
koeffizienten numerisch bestimmen, z. B. durch folgende Formel:

SR P I .

6')(51'

wobei ¢ eine kleine Zahl ist. Anhang B verdeutlicht dieses Vorgehen.

(c) Der Wert k = 2 gilt, wenn fur die MessgréRe eine Normalverteilung angenommen wird
und eine Uberdeckungswahrscheinlichkeit von 95 % gefordert ist. Wenn keine
Normalverteilung angenommen werden kann, miissen die Grenzen des Uberdeckungs-
intervalls aus der Wahrscheinlichkeitsverteilung berechnet werden. Der Erweiterungs-
faktor ergibt sich dann aus dem Verhaltnis der halben Weite dieses Intervalls und der
Unsicherheit.

(d) Man unterscheidet systematische und zufdllige Messabweichungen. Es gibt keine
eindeutige Festlegung fur die Wahl des Symbols. Wir empfehlen, A fir durch Kalibrieren
ermittelte Messabweichungen und ansonsten & zu verwenden. Der GUM verlangt
prinzipiell die Berlcksichtigung erkannter Messabweichungen im Modell zur Auswertung.
Eine beim Kalibrieren festgestellte Messabweichung eines Messmittels ist deshalb als
Korrektion dem Modell hinzuzufiigen (s. a. Anmerkung 2 zu Abschnitt 3.1).

Anmerkung: Aus praktischen Griinden werden oft relative Messunsicherheiten verwendet.
Dabei werden die Parameter u, U durch die Parameter w, W ersetzt und es gelten die
Beziehungen: w(y) = u(y)/|y| und W= U/|y|; wobei | | Betrag bedeutet (s. a. Abschnitt 3.1.3).

Eine ausfihrliche und praxisgerechte Diskussion zur Bestimmung des
Erweiterungsfaktors findet man in Abschnitt 7 in Referenz [4]. Mathematische Details zum
Rechnen mit Wahrscheinlichkeitsverteilungen findet der interessierte Leser in Anhang A.

Tabelle 2 fasst die wichtigsten Begriffe zusammen. Die Begriffe ,Modell“ und ,Sensitivitats-
koeffizient“ oder synonym ,Empfindlichkeitskoeffizient” werden in Abschnitt 3 eingefuhrt und
erlautert.

3 Vorgehensweise

3.1 Modell zur Bestimmung der Messunsicherheit

Die Unsicherheitsanalyse erfolgt grundsatzlich nach dem in der Schrift EA-4/02 M: 2013
(Deutsche Ubersetzung) [7] beschriebenen Ablauf. Die darin verwendeten Begriffe und
Berechnungsvorschriften sind zu beriicksichtigen.
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Es ist eine zentrale Forderung des GUM, ein Modell zur Bestimmung der Messunsicherheit
aufzustellen, das die Kenntnisse Uber den Einfluss der EingangsgréRen auf die Ausgangs-
grolie widerspiegelt. Das Modell verkn(pft also die Eingangsgréf3en mit der Ausgangsgréfie.
Das Modell muss alle relevanten EingangsgréfRen beinhalten. Dabei kénnen aber einzelne
Eingangsgrofien selbst zusammengesetzte GrofRen sein, s. Abschnitt 3.1.1.

Man kann die Modellfunktion (s. Tabelle 2) auch fir die aufgrund der vorhandenen Kenntnisse
mdoglichen Werte benutzen und den besten Schatzwert fir die AusgangsgrofRe durch
Einsetzen der besten Schatzwerte, d. h. der Erwartungswerte, fir die Eingangsgrofien
bestimmen:

=S 0x,,) (2)

Mit Hilfe der Empfindlichkeitskoeffizienten (s. Tabelle 2 und fir mathematische Details
Anhang B) erhalt man ein lineares Modell fir die moglichen Werte; s. a. Anmerkung am Ende
dieses Abschnitts. Unter der Voraussetzung, dass keine relevanten Korrelationen zu
bertcksichtigen sind, gilt:

N

u(y)=Jefu’ () + (6,4t Q) = |3 clu () 3)

i=1

Wenn Korrelationen zwischen den EingangsgroRen vorliegen, ist nach Anhang D in EA-4/02
M: 2013 (Deutsche Ubersetzung) [7] vorzugehen.

In der Praxis kann die Ermittlung der Empfindlichkeitskoeffizienten schwierig sein. Haufig kann
man aber das Problem durch geschicktes Zusammenfassen von Eingangsgrofen verein-
fachen. Dies wird in Abschnitt 3.1.1 erldutert. Ferner wird die Berechnung der Empfindlich-
keitskoeffizienten in zwei haufig vorkommenden Sonderfallen, die in Abschnitt 3.1.2 und 3.1.3
besprochen werden, besonders einfach, und eine einfache Unsicherheitsanalyse ist dann
ohne EDV-Programm-Unterstitzung moglich. Anhang B erlautert die mathematischen
Grundlagen der Berechnung von Empfindlichkeitskoeffizienten.

Anmerkung 1: Beim Kalibrieren eines anzeigenden Kalibriergegenstandes (KG) wird eine
Messabweichung AV festgestellt, sie ist gleich dem gemessenen Wert minus Bezugswert,
z. B. E[AV]=E[Vkc — VNormal]. Wenn der KG, hier ein Spannungsmessgerat, in einer
Messaufgabe verwendet wird, dann muss die Messabweichung im Modell zur Auswertung
der Messunsicherheit als Korrektion beachtet werden. Nach VIM [4] ist eine Korrektion ein
algebraisch zum unberichtigten Messergebnis addierter oder multiplizierter Wert. Deshalb
hat die Korrektion das umgekehrte Vorzeichen im Falle der Addition, oder anders
ausgedruckt, die festgestellte Messabweichung ist abzuziehen. Den angezeigten Wert
kennzeichnet man mit dem Subskript IND, hier also Vkg = Vino — AV.

Anmerkung 2: Wenn ein Modell nicht linear ist, d. h. wenn z. B. Produkte oder
Verhidltnisse von EingangsgroBen auftreten, ist generell zu priifen, ob die lineare
Approximation ausreicht. In der Kalibrierpraxis hat man aber fast immer so kleine
relative Unsicherheiten, dass man auf hohere Ordnungen verzichten kann?. Als Beispiel
betrachten wir, dass eine rechteckige Flache 4 als Produkt zweier nicht korrelierter Langen
Ly und L, gegeben sei. Man findet flr das lineare und das volle Modell
ul (4)= (L) + 2u?(L,) und u?,(4)=u?, (4)+u*(L)u*(L,), siehe 3. Man sieht, dass das

lin voll — “lin

lineare Modell ausreichend genau ist, solange u?, (4)>>u*(L, )u*(L,).

2 Ein Gegenbeispiel, bei dem man die 2. Ordnung braucht, wird in Anhang B erlautert.
SA=LL,, 84/6L =L, 04/0L, =L, und 8°4/0 L,0L, =04/ L,0L, =1.
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Anmerkung 3: Nicht alle Einflussgrofien missen explizit als Eingangsgroften behandelt
werden. Dies gilt insbesondere fur die Umgebungsbedingungen wie Temperatur, Druck oder
Feuchte. Bei Routinemessungen von Grélien, die von solchen Einflussgréfien beeinflusst
werden, kann es sehr aufwendig sein, standig diese Einflussgrolen zu messen. In einem
solchen Fall kann es sinnvoll sein, verniinftig gewahlte Schwankungsbreiten festzulegen und
diese in die Unsicherheits-berechnung einzubeziehen. Anhang C erdortert ein Beispiel.

3.1.1 Untermodelle

Wie schon erwahnt, kann man durch geschicktes Zusammenfassen von Eingangsgrofien eine
Vereinfachung der notwendigen Berechnungen erreichen. Zusammengefasste Eingangs-
grofien kénnen als Untermodell behandelt werden. Zum Beispiel haben anzeigende Mess-
gerate stets eine endliche Auflésung und es ist meist auch eine Messabweichung zu
berucksichtigen.

Beispiel: Bestimmung des Wertes eines elektrischen Widerstandes

Wir verwenden digitale Messgerate zur Messung von Strom und Spannung. Die
abgelesenen Werte, Inp und Vinp, gehen als Konstanten in das Modell zur Auswertung ein.
Reale Messgerate haben aber in der Regel eine endliche Auflésung sowie eine
Messabweichung, die wir durch die Groflen 6/ und &V sowie Al und AV im Modell
berlcksichtigen. Der Auflésung ordnet man eine Rechteckverteilung mit dem
Erwartungswert Null zu, deren Halbweite gleich dem halben Wert der letzten ablesbaren
Stelle ist. Diesen Wert nennen wir a. Der beste Schatzwert fir die Auflésung ist Null und die
beigeordnete Unsicherheit a/\3. Die besten Schatzwerte fiir A7 und AV und die ihnen
beigeordneten Unsicherheiten entnimmt man den entsprechenden Kalibrierscheinen oder
Herstellerangaben; Abschnitt 3.2 erlautert ausfihrlich, wie man die besten Schatzwerte und
die ihnen beigeordneten Unsicherheiten ermittelt. Das Modell fiir den Widerstand ist dann:

R:VIND—SV—AV (4)
Lo =01 —Al

Die beizuordnende Unsicherheit ist gegeben durch:

w(R)=Jc2 > 8V )+ 2> (AV )+ 2 (81)+ c2u’ (AT) (5)

wobei wir zur Vereinfachung der Schreibweise u(R), u(dV) usw. statt u(E[R]) und u(E[3)])
usw. schreiben und, wie eingangs erlautert, die Ublichen Symbole sowohl fiir die Grélke
selbst wie auch fir den besten Schatzwert benutzen, wenn aus dem Kontext klar erkennbar
ist, was gemeint ist. Wie in Gleichung (5) demonstriert, ist es wichtig, dass die Indizes der
Empfindlichkeitskoeffizienten klar erkennen lassen, auf welche Grofe sie sich beziehen; ihre
Einheit ergibt sich aus der Division der Einheit der Ausgangsgrofie und der Grofde nach der
abgeleitet wurde.

Es ist schon ein erheblicher Aufwand notwendig, um die vier Empfindlichkeitskoeffizienten
fur die Berechnung von u(R) mittels Gleichung (5) durch partielle Ableitungen des Modells in
Gleichung (4) zu bestimmen. Diesen Aufwand kann man deutlich reduzieren, indem man fir
den Strom 7 und die Spannung 7 Untermodelle einflihrt. Fiir den Strom erhalten wir:

I =1l =8I — Al E[I]= 1, — E[AI] und u(1)=~u?(81)+u>(AD) (6a)

weil die Empfindlichkeitskoeffizienten c¢s; und ¢y den Wert -1 haben, s. a. Abschnitt 3.1.2.
Analoge Beziehungen erhalten wir fir die Spannung V:

V =Vyp =8V = AV, E[V]=Vi — E[AV] und u(V)=u?(3V)+u*(AV); (6b)
wobei wir die Tatsache nutzen, dass E[8/] und E[6F] den Wert O haben.




DKD-L 13-1

Pramsgerechte_Ermlttll_Jng der Ausgabe: 02/2012
Messunsicherheit —
) Revision: 1
https://doi.org/10.7795/550.20191105

Seite: 12/53

Gleichungen (4) und (5) vereinfachen sich jetzt zu:

R :% und u(R):\/cﬁuz(V)+ ciu(I) (7)

An dieser Stelle berechnen wir ¢y und ¢; noch nicht, weil wir in Abschnitt 3.1.3 (s.
Gleichung (16)) zeigen, wie man diese ohne rechnen zu miissen erhalten kann. Die Benutzung
von Untermodellen erméglicht es, zwischen den physikalisch relevanten Eingangsgrofien, hier
Spannung und Strom, und weiteren Einflussgroflen zu unterscheiden und damit die
Auswertung Ubersichtlicher zu gestalten. Es empfiehlt sich, fiir jede relevante Eingangsgroide,
die mittels Untermodell behandelt wird, eine separate Bilanz zu erstellen, wie es auch in guten
Auswerteprogrammen vorgesehen ist; z. B. ,Zwischengréf3e” in GUM-Workbench (Metrodata
GmbH).

Anmerkung: Eine wichtige Einschrankung ist aber, dass keine dieser Einflussgréfien in
mehr als einer relevanten Eingangsgrofie auftaucht, weil diese dann korreliert sein kénnen.
Betrachten wir zur Verdeutlichung die Raumtemperatur 7T als Einflussgréfte und nehmen an,
dass sie mittels eines kalibrierten Thermometers gemessen wird. Wir kennen AT, u(AT), 8T
und u(37). Wenn nun diese Temperatur in zwei relevanten Eingangsgréfen auftaucht, z. B.
fur zwei elektrische Widerstéande, dann sind diese Uber die systematische Messabweichung
AT korreliert. Dies gilt auch dann, wenn der beste Schatzwert fir AT verschwindet, d. h. wenn
E[AT] = 0 °C. Allerdings kann man diese Korrelation vernachlassigen, wenn u(AT) deutlich
kleiner ist als u(57). Die Auflésung 8T ist eine zuféllige Messabweichung, sie verursacht keine
Korrelation. Dies gilt im strengen Sinne nur fir digitale Anzeigen. Die erzielte Auflosung beim
Ablesen einer Skala konnte korreliert sein, wenn ein Beobachter systematisch ,falsch®
abliest, zum Beispiel, weil seine Brille nicht in Ordnung ist. Wenn man, wie eben erlautert,
aus gutem Grund eine Korrelation vernachlassigt, dann soll man das in der Bilanz unter
Angabe des Grundes vermerken.

3.1.2 Summen-/Differenzmodell

In der Regel fuhren die eben eingefuhrten Untermodelle auf den Sonderfall ,Summen-/
Differenzmodell; das sich allgemein schreiben lasst als:

N
Y=p X +p,X, 44 py Xy =D pX, (8)
i=1
wobei alle Grofien X; die gleiche Dimension haben mussen. Die Empfindlichkeitskoeffizienten
¢i sind dann identisch mit den Faktoren p;. Daraus folgt:

N N
Y= DpiX Py et pyxy = ) pxund W (y)=) plut(x;) (9)
i=1 i=1
wobei alle Terme p; x; (Konstante mal Schatzwert) die gleiche Einheit haben mussen; zur
Erinnerung: ein Schatzwert und die ihm beigeordnete Unsicherheit haben immer die gleiche
Einheit. Wie schon erwahnt, die p; sind nichts anderes als die Empfindlichkeitskoeffizienten.
Wenn nun, was haufig der Fall ist, alle p; , bzw. alle ¢;, nur die Werte £1 annehmen, dann gilt:

uz(y)=iu2(xi) (10)

Dieses Ergebnis, das nur gilt, wenn keine Korrelation vorliegt, haben wir bereits in Gleichung
(6) fir das Untermodell fiur die Eingangsgrofe Strom benutzt. Dieses Modell eignet sich
besonders flr Kalibriergegenstande mit eigener Anzeige in Einheiten der physikalischen
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GroRe. Dabei werden die Messunsicherheiten ebenfalls in der Einheit der physikalischen
Grole angegeben.

Beispiel fiir ein Summen-/Differenzmodell

Modell zur Ermittlung der Messabweichung der Anzeige eines Federmanometers oder
elektrischen Druckmessgerates. Wir verwenden je ein Untermodell fur den vom
Kalibriergegenstand (KG) und den vom verwendeten Normal (N) angezeigten Druck. Man
findet je nach Fall jeweils mehrere EinflussgrofRen, z. B.:

p KG — p IND,KG + Bp IND,KG + Bp Nullpunktdbweichung KG + Sp Wiederholpriazison,KG + Bp Umkehrspame, KG +...

PN = PN T 6pIND,N —Apy + 8pH5hendiffcrenz,N + 8pKorrektion,N +...

Alle angegebenen Gréf3en sind Drlicke, sie werden in der Einheit Pa (Pascal) angegeben.
Man verbessert die Ubersichtlichkeit, indem man die besten Schatzwerte und die ihnen
beigeordnete Unsicherheit fir die zwei Untermodelle getrennt auswertet und dafir auch
Unterbilanzen erstellt, dann erhalt man ein einfaches Model und kann nach Gleichung (8)
und Gleichung (9) vorgehen:

Apy = Pxg — Py und ”Z(APKG):”Z(pKG)"'”Z(pN) (11)

Haufig wird ein Normal in verschiedenen Kalibrieraufgaben verwendet, dann ist es besonders
vorteilhaft, dafiir ein Untermodell zu haben.

3.1.3 Produkt-/Quotientmodell
Der zweite Sonderfall ist das ,,Produkt-/Quotientmodell”. Das allgemeine Modell lautet:

N
Y=gX!' XD X =q] [ X] (12)
i=1
wobei die Exponenten p; beliebige reelle Zahlen sind, und der Koeffizient ¢ eine Konstante ist.
Die partiellen Ableitungen von Y nach X; sind die Empfindlichkeitskoeffizienten cy. Man erhalt
in diesem Fall die partiellen Ableitungen, indem die betreffende Gréf3e mit ihrem Exponenten
also p;, multipliziert und der Exponent um 1 vermindert wird:
oY -1 Y Yy
—=qX' X .. p X' L XY =p—=c, =p,— 13
ox, qa; A, P, N =P X, x, = Pi X, (13)
In diesem Fall ist es glinstig, die relative Unsicherheit, s. Anmerkung am Ende von Tabelle 2,
zu bestimmen:

MZW(Y)=\/pfifl)+...+pfv uz(fN)=\/ﬁ:p,~2w2(xi) (14)
|y| X Xy i=1

Die p; sind wiederum nichts anderes als Empfindlichkeitskoeffizienten*, wenn nun alle p; , nur
die Werte £1 annehmen, dann gilt, wenn keine Korrelation vorliegt:

w2<y>=iw2<x,.> (15)

Als Beispiel diene das in Gleichung (7) aufgestellte Modell. Man findet:

4Man bezeichnet den Empfindlichkeitskoeffizienten, mit dem man die relative Unsicherheit w(x;) in den

relativen Unsicherheitsbeitrag wi(y) umrechnet mit cl Es gilt ¢/ =ﬁci. In der Bilanz sind die c:
y
anzugeben, um den Einfluss der entsprechenden Groflke zu dokumentieren (s. Tabelle 4).
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R =%= V' = @ =wR) =W (V)+w(I) =

+—= (16)

Oft hat man ein Modell, bei dem man fir die physikalisch relevanten Eingangsgrofien ein
Produkt-/Quotientmodell hat, aber es sind weitere Einflussgrofen zu berticksichtigen. Um die
Vorteile des Produkt-/Quotientmodell dennoch nutzen zu koénnen, kann man
Korrektionsfaktoren einfliihren. Wie man eine Vereinfachung durch die Verwendung von
Korrektionsfaktoren erreicht, wird in Anhang D erlautert und durch Beispiele demonstriert.

Das Produkt-/Quotientmodell eignet sich besonders fur Kalibriergegenstdande ohne eigene
Anzeige unter der Voraussetzung, dass relative (bezogene) Messunsicherheiten verwendet
werden konnen, d. h. y # 0. Relative Messunsicherheiten haben die Dimension 1.

Durch Verwendung geeigneter Untermodelle kann man fast immer erreichen, dass alle p;, die
Werte +1 annehmen. Auch das ,einfache“ Modell muss selbstverstandlich den physikalischen
Vorgang der Messung/Kalibrierung korrekt beschreiben. Komplexere Zusammenhange
mussen in einem geeigneten Modell dargestellt werden. Haufig kann man sich die Arbeit sehr
erleichtern, wenn man dieses, wie im Anhang E an einem komplexeren Beispiel demonstriert,
in Untermodelle ,zerlegt”.

3.2 EingangsgréBen

Es ist eine zentrale Forderung des GUM, fir alle als relevant erkannten GréRen
(Eingangsgroflen) Kenntnisse zu sammeln, die notwendig sind, um einen besten Schatzwert
und die diesem beizuordnende Unsicherheit bestimmen zu kdnnen. Der GUM unterscheidet
aus historischen Griinden zwei Methoden, die im Abschnitt 3.2.1 kurz erlautert werden; eine
ausfiuhrliche Darstellung findet man in [6, 7]. In Abschnitt 3.2.2 werden zwei graphische
Methoden diskutiert, die bei der Identifizierung von EinflussgréRen hilfreich sind.

Es ist notwendig, zunachst alle Einfliisse aufzulisten, die das Messergebnis erfahrungsgeman
beeinflussen kénnen. In der Regel mussen nicht alle diese GréRen im Modell zur Auswertung
erscheinen. Das Weglassen solcher Grofien sollte man aber in der Auswertung schriftlich
begrinden.

Beispiel:

Die Abhangigkeit des Langenausdehnungskoeffizienten von der Temperatur wurde
vernachlassigt. Eine Abschatzung hat gezeigt, dass dieser Beitrag weniger als 0,1 % zur
kombinierten Standard-unsicherheit beitragt.

3.2.1 Ermittlung von Kenntnissen (lber die Eingangsgrél3en

Die Ermittlungsmethoden fir die den EingangsgroRen beigeordneten Messunsicherheiten
werden in zwei Kategorien eingeteilt:

Typ A: Bei der Ermittlung des Wertes und der ihm beigeordneten Standardmessun-
sicherheit werden Analysemethoden der Statistik fiir Messreihen unter Wiederhol-
bedingungen angewendet.

Das arithmetische Mittel der gemessenen Werte ist der beste Schatzwert flir den Wert der
GroRe und die ihm beizuordnende Unsicherheit (empirische Standardabweichung des
Mittelwertes) ist gleich der Wurzel aus der Varianz der Messwerte (empirische
Standardabweichung) dividiert durch die Quadratwurzel aus der Zahl der Messungen:

n

1 1 1 2
x—;;xs und u(x)—ﬁ\/ Z(xs —x) (17)

n-1 s=1
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wobei n die Anzahl der Wiederholungsmessungen ist. Wenn n <30 ist, dann muss ein
Erweiterungsfaktor k>2 verwendet werden (Details s. Anhang E in EA-4/02 M: 2013
(Deutsche Ubersetzung) [7]).

Es ist immer sorgfaltig zu Uberlegen, welche Einfllisse man durch Wiederholungsmessungen
erfasst. Es gibt Messaufgaben, bei denen man mangels Wissens (Komplexitat der
Zusammenhange) oder auch aus Okonomischen Grinden nicht alle Einflussgréf3en
identifizieren kann. In diesem Falle ist man auf Wiederholungsmessung angewiesen, um
Kenntnisse zu sammeln. Dabei ist dann sicherzustellen, dass man diese Einfliisse durch einen
geeigneten Messplan auch erfassen kann.

Typ B: Die Ermittlung des Wertes und der ihm beigeordneten Standardmessunsicherheit
beruht auf anderen Erkenntnissen und kann ausfolgenden Informationen
eingeschatzt werden:

Daten und Ergebnisse aus vorangegangenen Messungen

allgemeine Kenntnisse und Erfahrungen Uber die Eigenschaften und das Verhalten
von Messinstrumenten und Materialien

Herstellerangaben

Kalibrierscheine oder andere Zertifikate

Referenzdaten aus Handblichern

VVV VYV

Die Ermittlungsmethode Typ B kommt in der Praxis bei weitem haufiger vor als die Methode
Typ A. Sie kann aber nur fir klar identifizierte EinflussgréRen angewendet werden, Uber die
man genlugend Kenntnisse hat.

Wenn man, z. B. aus friiheren eigenen oder anderen Messungen oder aus Tabellen (z. B. firr
die Fallbeschleunigung) den besten Schatzwert und die ihm beigeordnete Unsicherheit kennt,
werden diese unverandert Gbernommen und man nimmt fir die moglichen Werte eine
GauBverteilung an, die oft auch Normalverteilung genannt wird. Das bedeutet, dass man,
wie immer, den Erwartungswert als besten Schatzwert nimmt und dass die ihm beigeordnete
Unsicherheit gleich der Wurzel aus der Varianz der Verteilung ist.

In vielen Fallen lasst sich fur den Wert einer GrofRe nur die Ober- und Untergrenze a: und a-
angeben, wobei alle Werte innerhalb der Grenzen als gleich wahrscheinlich angesehen wer-
den kénnen. Dieser Sachverhalt wird mit einer rechteckformigen Wahrscheinlichkeitsdichte
beschrieben und es gilt:

x:%(a_ +a,) und u(x)=——(a —af)zi (18)

wobei a =%(a+ —af) die Halbweite ist.

Wenn eine EingangsgroRe, fiur die man eine Rechteckverteilung angenommen hat,
dominierend zur Unsicherheit der Ausgangsgrofie beitragt, dann hat der Erweiterungsfaktor
fur eine Uberdeckungswahrscheinlichkeit von 95 % im glnstigsten Fall den Wert k = 1,65,
genauer: 0,95-V3.

Die Rechteckverteilung wird beispielsweise angenommen:

» wenn in Kalibrier- und Eichscheinen oder Herstellerdokumentationen Fehler-
grenzen (MPE) angegeben sind

wenn Temperaturgrenzen gegeben sind

zur Beschreibung der Aufldsung einer Skala oder digitalen Anzeige

oder als einfaches Modell, um eine mdégliche zeitliche Drift zu berlcksichtigen

YV V
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Liegen die Werte mit groRerer Wahrscheinlichkeit in der Mitte des Bereiches, dann ist die

Annahme einer dreieckférmigen Verteilung sinnvoll:

-1 S L L
x—2(a_+a+) und u(x)—Z\/g(a+ a) 76 (19)

wobei wiederum a = l(a+ - af) die Halbweite ist.

Mathematisch ergibt sich die Dreieckverteilung aus der Summe oder Differenz zweier
Rechteckverteilungen mit gleicher Halbweite und es gilt: dpriecck = 2 @recheck  UNd
u*(Xpreieck) = 2 U (xrechieck). EiN weiterer Sonderfall ist die trapezférmige Verteilung, die sich aus
der Summe oder der Differenz zweier Rechteckverteilungen mit unterschiedlicher Halbweite
ergibt. Die Trapezverteilung kommt in der Praxis selten vor, Details siehe [8, 9].

Wenn bei harmonischen Schwingungen nichts Uber die Phase bekannt ist, dann ist fir die
Phase eine Rechteckverteilung anzunehmen. Mathematisch folgt daraus fur die Amplitude
eine U-formige Verteilung. Fir eine U-Verteilung gilt:

a
ulx)=— (20)
()=
wobei a hier gleich der Amplitude A, ist, z. B. A(x) = A4, sin wx. Als letztes Beispiel sei die
Poissonverteilung genannt. Fir diese gilt:

u(x)zxm (21)

wobei N die Anzahl der Ereignisse ist. Hier ist es sinnvoll die relative Unsicherheit zu
betrachten, sie ist gegeben durch 1/VN. Die Poissonverteilung ist nicht symmetrisch, aber fiir
grolte Werte von N geht sie in eine Normalverteilung Uber. Eine Poissonverteilung wird
beispielsweise angenommen fiir die Anzahl

> der Zerfalle einer radioaktiven Substanz in einem Zeitintervall
» von Ereignissen in einem Teilchendetektor

Manchmal muss mehr als eine Angabe berlcksichtigt werden und es ist nicht eindeutig,
welche Wahrscheinlichkeitsverteilung man wahlen soll.

Beispiel: Ubertragungsfaktor r, der bei der direkten Messung der Spannung einer
Spannungsquelle mit einem Digitalvoltmeter auftritt; siehe auch Abbildung 3.

Man findet in den Herstellerangaben:

» der Ausgangswiderstand R, der Spannungsquelle ist kleiner als 50 Q und
» der Eingangswiderstand R; des Digitalvoltmeters ist groRRer als 20 MQ.

Daraus kann man schlieRen, dass das Verhaltnis des Widerstandswertes des
Ausgangswiderstandes R, der Spannungsquelle zum Widerstandswert des Eingangs-
widerstand R; des Spannungsmessgerates im Bereich 0 bis 2,5-10° liegt. Wir nehmen
zunachst, obwohl es nicht ganz korrekt ist, eine Rechteckverteilung mit dem Erwartungswert
1,25-10% und der Standardabweichung 0,72-10° an, d. h. die Intervallmitte und die halbe
Intervallbreite dividiert durch V3. Normalerweise ist der Beitrag der dem Wert des
Ubertragungsfaktors r beizuordnenden Unsicherheit klein. Dann ist diese N&herung
akzeptabel. Wenn nicht, misste man detaillierte Kenntnisse beschaffen und ggf. die
Wahrscheinlichkeitsverteilung fir den Ubertragungsfaktor berechnen.
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Im GUM Supplement 1 [19], Tabelle 1 werden weitere Beispiele gegeben, die darstellen, wie
aus vorhandenen Informationen einer Typ-B-EingangsgréRe auf deren Wahrscheinlichkeits-
dichtefunktion (PDF) geschlossen werden kann. Aus dieser Kenntnis lasst sich dann die flr
diese Eingangsgrofie bendtigte Messunsicherheit u ermitteln.

3.2.2 Identifizieren und Quantifizieren der Einflussgré8en

Bevor die EinflussgrofRen quantifiziert werden, sollten sie zunachst aufgelistet, bzw. noch
besser, in einer Grafik dargestellt werden. Geeignet sind daflir das Fischgraten-Diagramm
(Ishikawa-Diagramm), das Blockschaltbild oder das Ersatzschaltbild aus der Elektrotechnik.

Bezugsnormal Kolbenmanometer Druckmessgerat

AN
Kalibrierschein (Referenzbedingungen)

Kalibrierschein

Umkehr- \

spanne

Deformations-

koeffizient Therm. Langen- Vergleich- Ausgeber
prazision
ausdehnungs- Wiederhol-
koeffizient prazision
Fallbeschleunigung Nullpunkt- Kalibrierschein
abweichung
\ Temperatur \Auﬂc‘isung
\’4 \4 Anpasser
Korrektionen (Anwendungsbedingungen)\ Aufnehmer
» Druck

Héhenbestimmury /

Rundung
Fallbeschleunigunf;/

Dichtedifferenz / Ausgleichsfunktion

Hoéhenkorrektion Auswertung

Abbildung 1: Fischgraten-Diagramm fir die Kalibrierung eines Druckmessgerates mit
einem Kolben-manometer. Man kann ,ablesen® was die Messung der
ZielgroRe Druck (Ausgangsgrofie) beeinflussen kann. Dabei wird zunachst
alles berucksichtigt. Im Modell zur Auswertung der Unsicherheit kdnnen
weniger GroRen auftauchen, wenn sich herausstellt, dass im Diagramm
gezeigte GroRen nicht signifikant beitragen.

Abbildung 1 zeigt ein Beispiel eines Fischgraten-Diagramms, das es gestattet, alle relevanten
GroRen und ihren Bezug zur ZielgroRe aufzuzeigen, der direkt oder indirekt vorliegen kann.

Ein Blockschaltbild eignet sich, um die Ursache-Wirkungs-Kette, beginnend mit einer
idealen Messung, zunehmend realistischer darzustellen und dann das Modell ,abzulesen®.
Dies ist in Abbildung 2 visualisiert.
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Abbildung 2: Kalibrieren eines Flussigkeitsthermometers im Wasserbad. Links: ideale

Messung; hier ist die Messabweichung gleich der Differenz der Anzeigen von
Kalibriergegenstand und Normal (Standard). Rechts realistischere
Darstellung der Messung; hier wird schon beachtet, dass die Badtemperatur
am Ort des Kalibriergegenstands und des Normals unterschiedlich sein kann
und dass auch das Normal eine Messabweichung haben kann. Noch nicht
gezeigt sind weitere Einflisse, wie z. B. die Auflésung beim Ablesen der

Thermometer, 6fmpx und dfnps.

Quelle: PTB-DIN-Kurs zur Umsetzung des GUM in die Praxis

In der elektrischen Messtechnik ist es oft hilfreich, mit einem idealisierten Ersatzschaltbild zu
beginnen, um dann ebenfalls schrittweise zu einer realistischen Ersatzschaltung zu gelangen.
Aus einem Ersatzschaltbild lassen sich dann die Beziehungen zwischen den beteiligten
GroRRen ,ablesen®, um daraus die Modellgleichung aufzustellen. Dies ist in Abbildung 3

visualisiert.

Vi "4

SCR TRANS

x R\ Vino

1
] 1+r

AVINSTR
8VIND

Abbildung 3: Das linke Teilbild stellt ein einfaches Ersatzschaltbild fur eine direkte Messung dar,
hier Ermittlung einer elektrischen Spannung mit einem Digitalvoltmeter. Der

Ausgangswiderstand Rour der Spannungsquelle und der Eingangswiderstand R~ des
Digitalvoltmeters sowie die angezeigte Spannung Vino seien bekannt. Das rechte
Teilbild zeigt die Ursache-Wirkungs-Kette, die sich daraus ergibt. Der
Ubertragungsfaktor » ist das Verhdltnis des Widerstandswertes des
Ausgangswiderstandes Ro der Spannungsquelle zum Widerstandswert des
Eingangswiderstand Ri des Spannungs-messgerates (Digitalvoltmeter). Fir V
verwenden wir das Untermodell: V= Vino—AVinstr—0Vinp UNd ,lesen ab“, dass die
Beziehung V’x = V' (1+r) gilt. Damit haben wir schon die gesamte, allerdings noch nicht
ganz realistische, Modellgleichung: Vx = (Vino—AVinstr—0Vinp) (1+7) zur Verfligung.

Quelle: PTB-DIN-Kurs zur Umsetzung des GUM in die Praxis

3.3 Beispiel fiir eine Unsicherheitsbilanz

Die Vorteile der Verwendung von Untermodellen und die Ruckfuhrung auf ein Summen-
/Differenzmodell oder Produkt-/Quotientmodell werden ausfihrlich in Anhang E an einem
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komplexen Beispiel demonstriert. Hier behandeln wir das Modell fir den hydrostatischen
Druck ,normal®, d. h. ohne Untermodelle. Wir benutzen dieses Beispiel auch, um die mégliche
Darstellung einer Bilanz in Tabellenform zu zeigen.

Das Modell fur den hydrostatischen Druck lautet:

Aphyd = (pFl _pa)gh (22)

Dies bedeutet, wir haben vier Eingangsgréf3en (vgl. Tab. 3), Dichte des Druckmediums, Dichte
der Luft, die Fallbeschleunigung und die Hohendifferenz, tber die wir Kenntnisse sammeln
mussen (s. a. Abschnitt 3.2), um jeweils den besten Schatzwert und die ihm beigeordnete
Unsicherheit zu erhalten. Ferner mussen wir die Empfindlichkeitskoeffizienten bestimmen,
indem wir die Modellfunktion partiell nach den entsprechenden GréRRen ableiten:

OA
— gh, — gh, phyd
al 6g
und in diese Ableitungen die besten Schatzwerte fur die GroRen einsetzen. Wie man diese
Ableitungen bildet ist in Anhang B beschrieben.

aAp hyd

=(pn - p.)g (23)

= (P — p,)h und

Tabelle 3: Unsicherheitsanalyse der Korrektion fiir den hydrostatischen Druck
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Der Einfachheit halber nehmen wir fur alle EingangsgrofRen Rechteckverteilungen an. In
Wirklichkeit kommen auch andere Verteilungen vor. Es ist hilfreich, nicht nur die Verteilung
anzugeben, sondern zusatzlich ihre Eigenschaften. Im Falle einer Rechteckverteilung schreibt
man deshalb die Halbweite auf und notiert den Teiler der die Unsicherheit aus der Halbweite
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bestimmt. Ebenso geht man bei einer Dreieck-, Trapez- oder U-Verteilung vor. Im Falle einer
Normalverteilung gibt man die Standardabweichung an, der Teiler ist hier 1. Wenn man fur
eine Eingangsgrofke eine Typ A Auswertung (s. Abschnitt 3.2.1) durchgefiihrt hat, notiert man
auch die um Eins verminderte Zahl der Wiederholungsmessungen, die man Freiheitsgrad
nennt und mit dem Buchstaben v symbolisiert.

Der nachste Schritt ist, die Unsicherheiten mit den entsprechenden Empfindlichkeits-
koeffizienten zu multiplizieren, um den entsprechend gewichteten Beitrag zu der dem Wert der
Ausgangsgrofe beizuordnenden Unsicherheit, d. h. u(y) zu erhalten.

Ferner ist unbedingt die Einheit der jeweiligen GroéRe anzugeben; das Produkt aus
Empfindlichkeitskoeffizient und Unsicherheit fur eine GréRe muss immer die gleiche Einheit
haben wie die moglichen Werte der AusgangsgroRe Y.

Nach Einsetzen der Zahlenwerte in die Gleichungen fir y und u(y) kann das vollstandige
Messergebnis wie folgt angegeben werden:
Der ermittelte Wert des hydrostatischen Drucks betragt
(xxx,xxx £ 0,0yy) Pa.
Angegeben ist die erweiterte Messunsicherheit fiir eine Uberdeckungswahrscheinlichkeit
von 95 %.
Die erweiterte Messunsicherheit fir den hydrostatischen Druck ergibt sich durch
Multiplikation mit dem Erweiterungsfaktor & =2; dies gilt fir eine Normalverteilung der
moglichen Werte des hydrostatischen Drucks.

Anmerkung 1: Wenn man fur die vier EingangsgrofRen jeweils eine Rechteckverteilung
angenommen hat, und wenn die Beitrdge der den besten Schatzwerten dieser
EingangsgroRen beigeordneten Unsicherheiten in etwa gleich gro sind, dann ist die
Annahme einer Normalverteilung flir die Ausgangsgrofie gerechtfertigt.

Anmerkung 2: Fir Messmittel, die unter Referenzbedingungen eingesetzt werden, sind die
besten Schatzwerte und die erweiterten Messunsicherheiten dem Kalibrierschein zu
entnehmen. Beim Einsatz unter Anwendungsbedingungen, die von diesen Referenz-
bedingungen abweichen, sind an den Werten bezlglich der relevanten EinflussgroRen
Korrektionen anzubringen, denen wiederum eine Messunsicherheit beizuordnen ist. Ein
Beispiel hierfur wird in Anhang F behandelt.

Tabelle 3 fasst diese Vorgehensweise zusammen.

3.4 Unsicherheitsanalyse und Messunsicherheitsbilanz

Die Kenntnisse Uber die EingangsgrofRen werden im Rahmen der Unsicherheitsanalyse
vorzugsweise in einer Tabelle zusammengestellt. Bei der Einpunktkalibrierung ist diese
Tabelle nahezu identisch mit der Messunsicherheitsbilanz, die z. B. mit handelsublichen
Tabellenkalkulationsprogrammen erzeugt werden kann. Bei der Mehrpunkt- bzw.
Bereichskalibrierung finden zwei getrennte Tabellen Verwendung.

3.4.1 Einpunktkalibrierung / Einpunktmessung

Um alle bendtigten Informationen darzustellen, wird empfohlen, die in den einschlagigen
Schriften dargestellte Standardtabelle um die Spalten

Halbweite der Verteilung Wahrscheinlichkeitsverteilung Teiler

zu erweitern; Halbweite bei Rechteck- und Dreieckverteilungen.
Damit der gesamte Formalismus transparent wird, sollte die Tabelle um die Spalte
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Varianz

fur den Beitrag der i-ten EingangsgréfRe zur Varianz der Ausgangsgrofe, erweitert werden.

In Abhangigkeit davon, wie die Eingangsinformationen vorliegen, kann es sinnvoll sein, die
zugehorigen Einheiten mitzufihren. Au3erdem sind weitere Ergebniszeilen notwendig, die den
Berechnungsablauf von der Varianzsumme U(ber die Standardmessunsicherheit und die
erweiterte Messunsicherheit bis zum vollstandigen Messergebnis zeigen.

Tabelle 4 verdeutlicht dieses Vorgehen anhand eines Auszugs aus einer Messunsicherheits-
bilanz. Der blaue Pfeil zeigt die Berechnung des besten Schatzwertes und die roten Pfeile
die Berechnung der diesem Schatzwert beigeordneten Unsicherheit an.
Tabelle 4: Messunsicherheitsbilanz bei der Einpunktkalibrierung,

transparenter Ablauf durch Erweiterungen der Standardtabelle

t $o |25 S ¢ E S
5| & | 82| 23 |s2| 8| 55 | 88| €8 | £
- 2 8% | S8 |G| © | 22 | TE | 2= =
2 o @ < 2t (g > [ g S c o 9 o
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o > |£%5 n a S X 2
T |S8 8 | E =
= S w
X Xi a g, (%) w(x;) Ci wily) | wi(y)
1 C »E5nn IN| NI 1.0E-03 1 1 0E-03-L1.0E-06
2 4 :1m |1,0E-03| R ﬁ 5,8E-04 1 5,8E-04 | 3,3ED7
T I AR - 10E.02 R L1 523E.03 1 580313305
; . . A 4
Y =TS :\13?n6/9 Rel. Svtvandbazl;,c\ilm\t/a:rsi;::ﬁgerhelt _ 1.76-02 |2,7E-04
. —_—
_ 13860 Relative erweiterte _
Y=T5 | Nemp Messunsicherheit W (k=2) - o SR
Angabe des vollstandigen Messergebnisses Y =13860 (1% 3,3 %) N-m/°

3.4.2 Mehrpunktkalibrierung / Mehrpunktmessung

Die Kenntnisse Uber die EingangsgroRen werden zunachst, wie in Tabelle 5 gezeigt, als
Unsicherheitsanalyse zusammengefasst. Es wird empfohlen, die Einheit der Unsicherheits-
beitrdge mitzuflhren (Einheit der physikalischen Gré3e, Anzeigeeinheit, Dimension 1, etc.)
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Tabelle 5: Zusammenstellung der Kenntnisse Uber die Eingangsgrofien,
Unsicherheitsanalyse
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2
1 1 X a “(xl) “1()’) Pa| 4 (y)
. Pa
2
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Die Ermittlung der Messunsicherheit hat jedoch flr jeden Kalibrierwert oder Messwert zu
erfolgen. Fir eine Ubersichtliche Darstellung dient Tabelle 6.

Tabelle 6: Messunsicherheitsbilanz bei der Bereichskalibrierung (z. B. nach Gl. (10))

Mess_ab- Standardmessunsicherheit Erweltt_arte Unsicherheits-
Druck wei- Messunsicher- . A
uiy) . intervall
chung heit

Beitrag 1 Beitrag n U (k=2) U’

Pa Pa Pa Pa Pa
Pmin yp,min ul,p,min (y) e un,p,min (y) Up,min (y) U;,min (y)
pmax yp,max ul,p,max (y) e un,p,max (y) Up,max (y) U;J,max (y)

3.4.3 Visualisierung der Bilanz

Das Erstellen einer Messunsicherheitsbilanz sollte auch als nitzliches Analysewerkzeug
gesehen werden. Visualisiert man die Unsicherheitsbeitrage (Varianzen) in einem Saulendia-
gramm, wobei die Beitrdge in absteigender Reihenfolge sortiert werden (auch Pareto-Dia-
gramm genannt), so erkennt man in eindrucksvoller Weise, bei welchen EinflussgréRen Mal3-
nahmen ergriffen werden missen, wenn die Messunsicherheit nicht akzeptabel ist.
Abbildung 4 zeigt ein Beispiel.

Einflussgroflen kénnen konstante und messwertabhangige Unsicherheitsbeitrage liefern. Sind
konstante Unsicherheitsbeitrage vorhanden, so variieren die relativen (prozentualen)
Varianzanteile der dem Ergebnis beigeordneten Gesamtvarianz bezuglich der Stufen
innerhalb des Kalibrierbereiches. Dies ldsst sich am besten in einem dreidimensionalen
Diagramm veranschaulichen, wie es als Beispiel in Abbildung 5 gezeigt wird.

5s. Abschnitt 3.5.2
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Abbildung 4: Visualisierung der Messunsicher- Abbildung 5: Dreidimensionales
heitsbilanz (Pareto-Diagramm) Saulendiagramm zur
Visualisierung der Varianzanteil-
variation

3.5 ErgebnisgroBle

3.5.1 Erweiterte Messunsicherheit

Die der Ergebnisgrofie beizuordnende erweiterte Messunsicherheit ist fir die Sonderfalle des
Summen-/Differenzmodells oder des Produkt-/Quotientmodells gegeben wie in Tabelle 7
gezeigt.

Tabelle 7: Ermittlung der erweiterten Messunsicherheit fir die Sonderfalle

Summen-/Differenzmodell Produkt-/Quotientmodell

N

> u’(x,) s. Gl (10)

i=1

u(y)=

U = ku(y)

Wenn fir die Verteilung der mdglichen Werte der ErgebnisgroRe (annahernd) eine
Normalverteilung angenommen werden kann, dann liegen 95 % der moglichen Werte im
zugeordneten Werteintervall y + U, wobei U = k u(y) und der Erweiterungsfaktor k£ =2 ist.

Bei anderen Verteilungen und bei der Berlcksichtigung der t-Verteilung bei Beitragen vom
Typ A kann der Erweiterungsfaktor andere Werte annehmen (s. [7], Anhang E und [9], Beispiel
S9.14, S10.12, S11.13).

3.5.2 Eigendefinierte Spezifikation

Grundsatzlich sind nach GUM alle bekannten systematischen Abweichungen zu korrigieren.
In der messtechnischen Praxis wird dies jedoch teilweise nicht getan, um die Auswertung fir
die Routineanwendung zu vereinfachen. Stattdessen gibt man in vereinfachter Form die dem
nicht berichtigten Wert beigeordnete Unsicherheit an. Um klarzustellen, dass man nunmehr
nicht die ,normale“ GUM-konforme Unsicherheit betrachtet, wird der Begriff eigendefinierte
Spezifikation (interne Spezifikation) Sint eingefiihrt. Eigendefinierte Spezifikationen werden
wie Fehlergrenzen interpretiert. Dies bedeutet, dass wir flr die méglichen Werte z. B. des
Drucks p oder des Ubertragungsfaktors S Rechteckverteilungen annehmen; Tabelle 8 fasst die
Ergebnisse zusammen und im Anhang G werden diese hergeleitet. Ein Beispiel fir einen
Ubertragungsfaktor findet man in Anhang D.
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Tabelle 8: Angabe von eigendefinierten Spezifikationen Sint
Summe-/Differenzmodell Produkt-/Quotientmodell
AS
Sint =U +|Ap| SIntgeian, =W+~

wenn uz(p)>> (A(p))’ beziehungsweise wenn w?(S)>> (A(S%)z

3.6 Visualisierung des Kalibrierergebnisses

Fir eine bessere Verstandlichkeit und einen schnellen Uberblick kann das Kalibrierergebnis
auch in grafischer Form mitgeteilt werden.

Es gibt grundsatzlich drei Moglichkeiten der Darstellung:

» Angabe der Abweichung und der Messunsicherheit in der Einheit der physikalischen
GroRe

» Angabe der Abweichung und der Messunsicherheit bezogen auf den Endwert des Mess-
bereichs bzw. der Messspanne

» Angabe der Abweichung und der Messunsicherheit bezogen auf den Messwert

Die beiden ersten Formen sind bis auf einen Skalierungsfaktor (Endwert des Messbereichs)
identisch. Die endwertbezogene Darstellung der Abweichung ermdglicht den Vergleich mit
Datenblattangaben der Hersteller. Da die Messunsicherheit dem Messwert beigeordnet wird,
ist die endwertbezogene Darstellung der Messunsicherheit nicht sinnvoll. Wichtig ist die
Angabe des Giltigkeitsbereiches der Kalibrierergebnisse, da dieser Bereich den
angegebenen Kennwerten (z. B. maximale Werte der Abweichung, Umkehrspanne, usw.)
zugrunde liegt. Dieser Bereich enthalt zunachst alle Belastungsstufen (vom kleinsten bis zum
gréften Wert), kann aber unter Berlcksichtigung von Spezifikationsgrenzen eingeschrankt
werden; Ublicherweise wird die untere Glltigkeitsgrenze zu gréfieren Werten verschoben, was
i. d. R. zu kleineren Werten der Spezifikationsgrenzen fiihrt.

Die Abbildungen 6 - 8 demonstrieren dies am Beispiel eines Federmanometers der
Klasse 0,1.
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Abbildung 6: Darstellung in der Einheit der physikalischen GroRe
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Abbildung 7: Darstellung bezogen auf die Messspanne (Endwert bei Bereichsanfang Null)

1
1
1
1
1
1
1
I‘{ l’
0,00% 1 :
1
-0,25% A |j l
1
1
1
1
1
1

-0,15%

‘ R — R ‘

1,00% 1,00%

0,75% 0,75% 1

0,50% 0,50% -

0,25% 0,25% -

0,00% i

|
J- T

——
HH
.
——

[

-0,25% A

bezogen auf den Messwert

-0,50% A

bezogen auf den Messwert

-0,50% A

Abweichung mit
erw. Messunsicherheit (k= 2)

K %
-0,75% A 0,75%

Unsicherheitsintervall
H
L .

' -1,00%

-1,00% T T T T T T T T T T T T T T y y y T ’ T T T T ’ T
20 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 20 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260

Pos. Uberdruck in bar Pos. Uberdruck in bar

. icherhei e e Giiliaka \

Abbildung 8: Darstellung bezogen auf den Messwert

3.7 Einwertangabe als Kalibrierergebnis, Unsicherheitsangabe fiir einen Bereich

Eine Messunsicherheit wird grundsatzlich einem Messwert beigeordnet. Bei Kalibrierungen mit
verschiedenen und in der Regel aquidistant verteilten Werten innerhalb eines Bereiches erhalt
man somit Ergebnistabellen (s. o0.). Der Anwender des Kalibriergegenstandes arbeitet
dagegen haufig nur mit einem Wert fir den gesamten Gilltigkeitsbereich der Kalibrierung, der
sog. Einwertangabe. Diese Einwertangabe ist z. B. der Ubertragungskoeffizient (Empfindlich-
keit) eines MessgrofRenaufnehmers, der bei vielen MessgréRenaufnehmern auch durch den
Hersteller auf der Verpackung angegeben wird. Fir diese Einwertangabe kann aber nach den
Regeln des GUM keine Messunsicherheit angegeben werden; an ihre Stelle tritt eine
Konformitatsaussage. Hierflr ist das Bestimmen von Spezifikationsgrenzen unter Berlck-
sichtigung der systematischen Abweichung (der Einzelwerte von der Einwertangabe) und der
(den Einzelwerten) beigeordneten erweiterten Messunsicherheiten notwendig. Dabei werden
die obere und untere Spezifikationsgrenze an die grofite Abweichungsspanne (Summe aus
systematischer Abweichung und erweiterter Messunsicherheit; friiher als ,Unsicherheits-
intervall“ bezeichnet) angenahert; vorzugsweise mit einem kleinen Sicherheitsabstand, so
dass sich glatte Zahlenwerte ergeben. Die so ermittelte selbstbestimmte Spezifikations-
grenze ist als Messunsicherheitsbeitrag (mit einer Rechteckverteilung) in der Messunsicher-
heitsbilanz der Anwendung zu berucksichtigen.

Beispiel: Ubertragungskoeffizient eines Druckaufnehmers, s. Gleichung (D5) in Anhang D.
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Abbildung 9: Darstellung in der Einheit der Ergebnisgrofie, konstante selbstbestimmte
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Abbildung 10: dto., auf die Messspanne bezogene selbst bestimmte Spezifikationsgrenze

Unsicherheitsi

4 Zusammenfassung

Diese Anleitung stellt kurz und bindig die Sichtweise des GUM dar und demonstriert die
Standardvorgehensweise anhand vieler Beispiele. Im Text selbst wurde darauf geachtet, nur
allgemein bekannte Mathematik zu verwenden. In den Anhangen werden aber flir den
interessierten Leser mathematische Grundlagen so zur Verfiigung gestellt, dass er keine
Fachblcher zu Rate ziehen muss. Daher kann diese Anleitung insbesondere fir Neueinsteiger
hilfreich sein, weil man zunachst dem Haupttext das Wesentliche entnehmen und bei Interesse
spater die Anhange lesen kann.

Die Anleitung geht strikt nach GUM vor, zeigt aber auch fir die Praxis relevante Beispiele
daflir, wie man, unter Inkaufnahme groRerer Unsicherheiten, deutliche Vereinfachungen
erreichen kann. Die besondere Bedeutung des vom GUM geforderten Modells zur Ermittlung
der Messunsicherheit wurde betont, weil nur ein hinreichend realistisches Modell zu einer
glaubwirdigen kombinierten Standardunsicherheit flhrt. Modelle sind daher manchmal
zunachst sehr komplex. Deshalb hat diese Anleitung Methoden zur formalen Vereinfachung
solcher Modelle vorgestellt.

Wir ziehen die Schlussfolgerung, dass die Schwierigkeiten, die bei der Ermittlung und
Bewertung der Messunsicherheit nach dem im GUM beschriebenen Verfahren auftreten,
beseitigt oder zumindest deutlich reduziert werden kénnen, wenn Folgendes beachtet wird:

> das Modell enthalt die Kenntnisse tUber die Messung und dient der Bestimmung des
Ergebnisses und es ist die Basis fur die Unsicherheitsbestimmung
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»  wenn mdglich, ist das Modell, gegebenenfalls unter Verwendung von Untermodellen, auf

A\

die Sonderfalle ,Summen-/Differenzmodell“ oder ,Produkt-/Quotientmodell” zuriickzu-
fuhren

fur jedes Untermodell ist eine Bilanz aufzustellen

die EinflussgréRen sollten grafisch dargestellt werden, z. B. in einem Fischgraten- oder
Ursache-Wirkung-Diagramm

bei Messgrolienaufnehmern, Verstarkern, Messketten, usw. sind mindestens drei
Einflussgroflen vorhanden: Messergebnis einschliellich Messunsicherheit aus dem
Kalibrierschein, Temperatureinfluss unter Anwendungsbedingungen und Langzeit-
instabilitat aus der Prifmitteliberwachung

transparente Darstellung der Berechnung in einer erweiterten Bilanztabelle
Mitfuhren von Einheiten, auch zur Vermeidung von Fehlern

Visualisieren der Messunsicherheitsbilanz durch Darstellung der Varianzen in einem
Saulendiagramm, d. h. Nutzung als Analysewerkzeug

Verwenden von Messunsicherheitsangaben fur Bereiche, z. B. der Fehlergrenze bei
genormten Langenmessmitteln oder einer selbstbestimmten Spezifikationsgrenze, wenn
der gréRere Messunsicherheitsbeitrag nicht stort

Die Messunsicherheitsbilanz umfasst die Kenntnisse iber den Messprozess zum Zeitpunkt
des Erstellens. Diese sind in der Praxis in seltenen Fallen umfassend, so dass es flir eine
Vergleichbarkeit der Messunsicherheitsangaben unabdingbar ist, die identifizierten Einfluss-
gréRen mit den fiir die Bewertung der Messunsicherheit notwendigen Parametern mitzuteilen.
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ANHANGE
Vorbemerkung:

Die Anhange sollen dazu dienen,
e dass ein interessierter Leser die mathematischen Grundlagen nachlesen kann, ohne auf
verschiedene Schriften und Fachbulcher zurlickgreifen zu mussen.
Dies betrifft insbesondere die Anhange A und B.
Anhang A erlautert, was eine Wahrscheinlichkeitsverteilung ist und wie man damit
rechnen kann und legt dabei auch dar, wann man eine Modellfunktion als linear
betrachten kann und wie ein gegebenes Modell fir das Standardverfahren
linearisiert wird.
Anhang B erlautert, wie man Empfindlichkeitskoeffizienten analytisch oder nume-
risch berechnen kann und diskutiert ein Beispiel, bei dem man einen nichtlinearen
Beitrag beachten muss.
e dass ausflhrliche Beispiele zur Verfligung stehen, die im Haupttext die Ubersichtlichkeit
beeintrachtigen warden.
Dies betrifft insbesondere Anhang E, der zeigt, dass man zunachst schwierige
Modelle in Untermodelle so zerlegen kann, dass man in vielen Fallen die
Empfindlichkeitskoeffizienten nicht explizit berechnen muss.
e dass man die Begriindung fiir Vereinfachungen, die im Haupttext vorgeschlagen werden,
nachlesen kann und weitere Beispiele zur Verfligung hat.
Dies betrifft insbesondere die Anhange C, D, F und G.
Anhang C erlautert, wie man Routinemessungen vereinfachen kann, indem man
eine festgesetzte Schwankungsbreite flir UmgebungsgroRen festlegt und diese in
die Unsicherheitsermittiung einbezieht.
Anhang D enthalt zusatzliche Beispiele zur Vereinfachung durch Verwendung von
Korrektionsfaktoren. Dies macht es mdglich, ein Modell in ein Produkt-/
Quotientmodell umzuformulieren, fir das die Ermittlung der Unsicherheit
besonders einfach wird.
Anhang F zeigt, dass man in der Praxis oft einfach die zuséatzliche Unsicherheit
bestimmen kann, die aus einer Abweichung zwischen Kalibrier- und Anwendungs-
bedingungen resultiert.
Anhang G beschreibt die Festlegung eigendefinierter Spezifikationen zur
Vereinfachung von Konformitatsaussagen.

A Erwartung, Varianz und Kovarianz von Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Der GUM verlangt fur alle als relevant erkannten GréRen (Eingangsgrofien) Kenntnisse zu
sammeln, die notwendig sind, um den besten Schatzwert und die diesem beizuordnende
Unsicherheit  bestimmen  zu kénnen. Diese Kenntnisse  werden durch
Wahrscheinlichkeitsverteilungen wiedergegeben, die das Mall des Vertrauens in die
aufgrund dieser Kenntnisse realistischerweise mdglichen Werte ausdriicken. Das folgende
Beispiel verdeutlicht das Konzept einer Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Beispiel: Anzeige eines Digitalvoltmeters
Die Anzeige sei 15,19 mV. Daraus kann man nur schliel3en, dass alle Werte der Spannung,
die groRer als 15,185 mV und kleiner als 15,195 mV sind, gleich wahrscheinlich sind.

Wenn alle Werte gleich wahrscheinlich sind, spricht man von einer Rechteckverteilung.
Diese folgt aus dem Prinzip der Maximalen (Informations-)Entropie immer dann, wenn man
nur die Kenntnis hat, dass die moglichen Werte gréfier sind als ein kleinster Wert (untere
Grenze) und kleiner sind als ein groter Wert (obere Grenze), s. z. B. Referenz [21] und den
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Beitrag von W. Woger in [22], in letzterem findet man auch eine Ableitung der t-Verteilung,
die in der Praxis meist als die Verteilung moglicher Mittelwerte einer kleinen Stichprobe
angenommen werden kann. Welche der am haufigsten in der Kalibrierpraxis vorkommenden
Wahrscheinlichkeitsverteilungen jeweils auszuwahlen ist, findet man in Abschnitt 3.2.1.

Die meisten in der Kalibrierpraxis bendtigten Wahrscheinlichkeitsverteilungen sind
kontinuierliche Funktionen. Um den Begriff ,Wahrscheinlichkeitsverteilung” zu erlautern, ist
es aber hilfreich, zunachst nur endlich viele diskrete mdgliche Werte zu betrachten. Wir
nehmen an, dass fur eine GroRe X n Werte &,..., &,..., & mdglich seien und bezeichnen die
Wahrscheinlichkeit, mit der wir den j-ten Wert aufgrund unserer Kenntnisse erwarten, mit p;.
Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass in einer gegebenen Messung irgendeiner der n Werte
vorliegt, muss gleich 1 sein, also:

Zn:pj=1, (A1)

wobei wir der Einfachheit halber das gleiche Symbol fir die GréRe und die
Wahrscheinlichkeitsverteilung fir die GroRe benutzen. Dies fihrt kaum zu Schwierigkeiten,
weil im Kontext immer klar ist, was gemeint ist. Flir spateren Gebrauch definieren wir noch:

J
P30 n2)
J=l

und bezeichnen P; als diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Als Erwartungswert bezeichnet man die Summe Uber die Produkte von Wahrscheinlichkeit
und Wert und nimmt diese nach GUM als besten Schatzwert x fir den Wert der GréRRe X:

EX =Y pé =x. (A.3)
j=1
Als Varianz bezeichnet man die Summe Uber die Produkte von Wahrscheinlichkeit und dem
Quadrat von Wert minus Erwartungswert und nimmt die Quadratwurzel daraus nach GUM
als Standardabweichung u(x) (sprich: ,u zu x*) die dem Wert x beigeordnet ist:

VarX = ij (51 - x)z = uz(x). (A.4)
j=1
Um den Begriff der Kovarianz einzuflihren, nehmen wir nun an, dass fir zwei Grofden, X;
und X> n Werte &i1,..., &1,..., &1 bzw. m Werte & o,..., &o,..., &m2 moglich seien und
bezeichnen die Wahrscheinlichkeit, mit der wir den j-ten Wert von X; und den -ten Wert von
X gleichzeitig erhalten, mit p;. Dabei muss gelten, dass

ijk:pj und ijk:pk und Zzpjk :zzpjk =1. (A.5)
k=1 Jj=1 k=1 j=1 j=1 k=1

Die Kovarianz ist der Erwartungswert des Produkts von X;—x; und X>—x»:
COV(XVXz): E[(Xl _xl)(Xz _xz)]: Zzpjk(é:j,l _X1X§k,2 _xz)' (A.6)

j=1 k=1

Wenn man pj als Produkt von p; und p, ansetzen kann, dann gilt:
Zzpjk (é/‘,l —X ng,z —X ): ZP(,‘ (5;,1 —X )Z P (é:k,z —X ): 0, (A7)
Jj=1 k=1 Jj=l1 k=1

d. h. die Kovarianz hat den Wert 0, wenn diese Separierung moglich ist.
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Um den Ubergang zu kontinuierlichen Wahrscheinlichkeitsverteilungen zu erreichen, stellen
wir uns vor, dass die Abstande zwischen den mdglichen Werten & gleich grof3 seien und
bezeichnen diesen Abstand mit A&,. Als nachsten Schritt betrachten wir, dass nicht nur
jeweils der Wert & moglich sei, sondern dass alle Werte in dem Intervall [£—-A&2, &+ A&2]
gleichwahrscheinlich seien. An dieser Stelle kommt der Begriff Wahrscheinlichkeitsdichte
ins Spiel, fur die wir die Bezeichnung g«( &) benutzen:

- Z;éfurgZE(fj—Aéz,fﬁA%) o

0 sonst

8x

Als letzten Schritt nehmen wir nun an, dass A& beliebig klein wird und bezeichnen es mit d&.
Dann wird gx(£) eine kontinuierliche Funktion von £und Gleichung (A.1) geht tber in:

n pj 00
;[EJM - _fng (&)de=1 (A.9)
und Gleichung (A.2) geht Uber in:
L p, 5 N
p-3[2)5 > 6,0 ferlede a0

Die Funktion gx(&) heilt Wahrscheinlichkeitsdichte und die Funktion Gx«(¢&) heildt
Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Der Vollstandigkeit halber, der Erwartungswert ist damit gegeben durch:

x=EX = [g,(&)éd¢, (A11)

die Varianz durch:

u’(x)=Var X = Tgx(é)(é—x)zdé (A.12)

und die Kovarianz durch:

”(xlyxz): Cov (XI’X2): IgXI,X2(§1’§2)(é:1 - )(‘fz X )dé:l dg, . (A.13)

Wenn man die Kovarianz und die Varianzen kennt, dann kann man auch den
Korrelationskoeffizienten r(xi1,x,) berechnen:

ulx, ) (A.14)

)= Bl

Anmerkung:

In den Ausdricken EX, VarX und Cov (X;,Xz) bedeutet X den Schatzer fur die Grofe X. Streng
genommen musste man daflr ein neues Symbol einfiihren, z. B. = (GroRbuchstabe fiir £). Dies ist
aber zum einen nicht nétig, weil in den Kombinationen E X, Var X und Cov (X1,X2) Klar ist, dass die PDF
gemeint ist und zum anderen ist es auch nicht praktikabel, weil der Grof3buchstabe fur 7, den man zur
Bezeichnung mdglicher Werte der AusgangsgréfRe Y verwendet, H ist, was nicht sehr bekannt ist.

Mit Erwartungswerten kann man auch direkt rechnen. Eine knappe aber ausreichende
Darstellung findet man in einem Artikel von W. Kessel [22]. Im Folgenden werden die
wichtigsten Regeln kurz anhand eines Beispiels erlautert.
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Als Beispiel wahlen wir ein Untermodell, das haufig bei einer LaAngenmessung auftaucht und
dessen Auswertung in der Praxis wir in Anhang C, siehe Gleichung (C.1) im Detail erlautern:

L, (1 + Qg (TStab — Tyt )) =Lyp (1 + Qg (T s ~ Tret )) . (A.15)

Fir die folgende Diskussion ist nur von Bedeutung, dass Ls., die MessgrofRe ist, nach der
wir das Modell auflosen muissen und dass asw,, ams, Tsey UNd Twvs Einfluss- oder
EingangsgroéfRen sind und dass wir Linp und die Referenztemperatur Tker als Konstanten
betrachten. Man findet:

(14 oy (T = Ter)) (A.16)

(1 RS (TStab —Trer )) '

Dieses Modell ist zunachst nichtlinear, deshalb linearisieren wir es. Mathematisch benutzt
man dazu die so genannte Taylor-Entwicklung in erster Ordnung. Um diese einfacher zu
verdeutlichen, und um den Bezug zum GUM und anderen Leitfaden klarer zu erkennen,
benennen wir dir Gré3en und die Konstante um in:

Ly, = Lixp

LStab:Y:f(Xl’X2’X3’X4)’ (A7)
Livp = ¢, Tier = €, Xy = Oy Xy = Ty X3 = s und X, =T (A.18)
Die Taylor-Entwicklung ist dann gegeben durch:
4
0
77=f(X1=x1,Xz=xz,X3=x3:X4=x4)+za% (xi_‘fi)"'R; (A.19)
R Xy

wobei 7 und & moégliche Werte von Y und den X; und die partiellen Ableitungen, ausgewertet
fur X;=x; , die wohlbekannten Empfindlichkeitskoeffizienten ¢; sind und R das so genannte
Restglied ist, das eine Summe Uber diejenigen Terme ist, die Produkte in der Form
(xi— &) (x;— &)’ enthalten, wobei k und / positive ganze Zahlen sind. Die & sind mdgliche Werte
von X;, deshalb gilt, dass die Werte (x;— &) in etwa dieselbe GréRenordnung wie u(x;) haben.
Daraus folgt, dass die einzelnen Beitrage zum Restglied R von derselben Grolenordnung
wie u*(x;) u'(x;) sind. Daraus wiederum kann man ableiten, dass das Restglied klein und damit
vernachlassigbar ist, wenn die Unsicherheiten relativ klein sind; Details zum Restglied
werden in der Erlduterung nach Gleichung (A.29) besprochen. Diese Argumentation wird
verdeutlicht, wenn wir nun die Methode des Rechnens mit Erwartungswerten benutzen. Um
dieses zu vereinfachen schreiben wir Gleichung (A.19) zunachst als:

4
m=yun + Zci(‘xi - é:i); (A.20)
i=1
wobei wir den Term f(c,Xi=xi,...,X5=xs) als yun bezeichnen; der Grund hierfur wird weiter
unten erlautert. Nun erinnern wir uns, dass wir die PDFs flr die Eingangsgréen X; kennen
und unter Verweis auf die Anmerkung 1 nach Gleichung (A.14) kénnen wir nun die
Erwartungswerte bilden:

4

y=EY =By +EDX c(x, - X,). (A.21)
i=1

Fir das Rechnen mit Erwartungswerten gelten folgende Regeln:
(1) der Erwartungswert einer Konstanten ist gleich dem Wert der Konstante
(2) der Erwartungswert des Produktes einer Konstanten mit einer PDF ist gleich dem
Produkt aus dem Wert der Konstanten und dem Erwartungswert der PDF
(3) VarX = E(X—x)*= EX*-2(EX) x+x* = EX?-x* und
(4) COV(X]Xz) = E[(X1—X1)(X2—X2)] = E(X]Xz)—x1EX2—E(X1)X2+X1X2 = E(X]Xz)—X1X2
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In Gleichung (A.21) sind yun , die ¢; und die x; Konstanten, deshalb folgt aus Gleichung
(A.21):

4
y=EY =y + D clx—EX,). (A.22)
i=l
Die Erwartungswerte der X; sind gleich x;, siehe Gleichung (A.11), und man erhalt daher das
erwartete Ergebnis. Der Erwartungswert der Ausgangsgrolde, fur die man eine lineare oder
linearisierte Modellfunktion hat, ergibt sich, indem man die EingangsgréRen in dieser
Modellgleichung durch ihre Erwartungswerte ersetzt.

Um nun die yun beizuordnende Unsicherheit zu berechnen, missen wir, siehe
Gleichung (A.12), die Varianz berechnen. Dies fuhrt auf:

u’(y)=VarY =E(Y -y, ) = E{ici(xi - X, )T . (A.23)
Man findet durch Ausmultiplizieren: B

()= A Vark, +23 ¢, e Covlx, X ). (A.24)
Dabei habenl:vlvir die Regelnl_(13) imcll (4) benutzt:

E(X, —x,)* = VarX, und E[(X, —x, )X, —x,)]=Cov(x,, X, ). (A.25)

Wenn die Eingangsgrofien nicht korreliert sind, dann folgt Cov(X.X;) =0. In diesem Falle erhalt
man das wohlbekannte Ergebnis des GUM-Standardverfahrens:

u’(y)= icfuz(x,-): (A.263)

wobei wir den Umstand nutzten, dass VarX=u*(x). Wenn die Eingangsgroéfien korreliert sind,
dann erhalt man unter Verwendung der Gleichungen (A.13) und (A.14) das ebenfalls
wohlbekannte Ergebnis:

4 4 4
uz(y): cl?uz(xi)+ 22 Zciu(xi)r(xi,xj )cju(xj). (A.26Db)
i=1 i=1 j=i+l
Die Empfindlichkeitskoeffizienten mussten nun noch, wie in Anhang B allgemein und in
Anhang C speziell fur dieses Bespiel gezeigt, bestimmt werden.

Um ein weiteres Beispiel der Berechnung zur Verflgung zu stellen, betrachten wir
stattdessen nun noch einmal Gleichung (A.15), schreiben sie aber unter Verwendung der
Vereinbarungen in den Gleichungen (A.17) und (A.18) als:

c 1+X1(X2 _Cz)
l 1+X3(X4 _Cz)'

Gleichung (A.27) verknupft die Ausgangsgrofe Y mit den Eingangsgroflen X;. Im Sinne der

obigen Anmerkung (nach Gleichung (A.14)) kann man nun auch die moéglichen Werte, also

nund die & in Gleichung (A.27) einsetzen und dann Erwartungswerte bilden. Wir vollziehen
zunachst mit leichter Umformulierung den ersten Schritt:

1+§1(§2 _cz)
“ 1+ ‘):3(54 _Cz) . (A29)

Den Nenner kann man nun darstellen als:

(A.27)

77:
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1 >
—=1- —-c, )+ —c,)) +... A.29
Ty R IRV AL IR (A.29)

Erlauterung:
Wir benennen &&-—&c, um in x. Dies flhrt auf den Ausdruck (1+x)™'. Dies fassen wir nun
als eine Funktion von x auf und benutzen wieder die Taylorentwicklung, die hier aber
vollstdndig angegeben wird:

fx)= ! +il£ (x—x,) ! l)‘_"0+2(""‘°)2—...; (A.30)

Ty, Silde,_, Tltx, U(l+x) 2'(+x,)

wobei der Wert von x, gleich dem Erwartungswert E(X3Xs—Xic,) ist. Unter Verwendung der
oben eingeflihrten Regeln fir das Rechnen mit Erwartungswerten erhalten wir:

X = E(X3X4 _Xacz)= COV(XaaX4)+x3(x4 _cz)
= u(x3 )r(x3,x4 )u(x4)+x3 (x4 _Cz)'
Wenn der Langenausdehnungskoeffizient, hier X3, nicht von der Temperatur, hier Xi,

abhangt, dann folgt Cov(X:Xs) =0. Da der Wert des Produkts aus Langenausdehnungs-
koeffizient und Temperaturdifferenz sehr klein ist, setzen wir xo= 0 und vernachlassigen es.

(A.31)

Gleichung (A.28) lasst sich nun schreiben als:

n= Cl[l +§1(‘:€2 _Cz)] [1 _§3(§4 _Cz)+ (953(954 _Cz))2 + ] (A.32)

Wenn nun, und dies ist bei unserem Beispiel der Fall, die méglichen Werte der Produkte
&i(&—c2) und &(&—c,) sehr viel kleiner als 1 sind, dann vereinfacht sich Gleichung (A.32) zu

77:(71[1"'681(62 —cz)—§3(§4 _Cz)] (A.33)

und wir kdnnen wiederum, wie in den Gleichungen (A.22) und (A.23) gezeigt, vorgehen,
um y = EY und »?(y) = Var Y zu berechnen.

Die, beginnend mit Gleichung (A.27), gezeigten Schritte und die Anmerkung nach
Gleichung (A.14) zeigen, dass man die Modellgleichung fir Grélien auch fur einzelne Werte
und fir alle realistischerweise flr moéglich gehaltenen Werte benutzen kann. Letzteres
bedeutet, dass man, siehe obige Anmerkung, statt mit GréRen auch mit den PDFs fir die
Grolen rechnen kann.

Jeden Schatzer fiir eine GroRe kann man darstellen als X=x+u(x) X4, dabei ist X eine
Kurzschreibweise der PDF, x deren Erwartungswert, u(x) die diesem beigeordnete
Unsicherheit und Xy ist eine Kurzschreibweise fir eine PDF, die die gleiche Form wie X hat,
aber deren Standardabweichung den Wert 1 mal entsprechende Einheit hat. Mit dieser
Darstellung lasst sich nun, nach dem oben Gesagten sehr einfach rechnen. Um dies zu
zeigen, betrachten wir nochmals Gleichung (A.27), aber unter Verwendung der
entsprechenden Xqq:

1+ (xl + ”(xl )Xl,std )((xz + u(xz )XZ,std )_ & )

Y =
‘ 1+ (x3 + ”(x3 )X3,std X(x4 + ”(x4 )X4,std ) -G )
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und sortieren sie um in:
1+x (xz -G ) + xl“(xz )X2,std + (xz -G )”(xl )Xl,std + ”(xl )Xl,stdu('XZ )X2,std
"1+ X3 (x4 -G ) + x3u(x4 )X4,std + (x4 -G )u(x3 )X3,std + u(x3 )X3,stdu(x4 )X4,std

Y=c (A.35)

Bei den beim Kalibrieren normalerweise auftretenden kleinen Unsicherheiten kann man nun
alle Terme, in denen ein oder gar mehrere u(x) X4 als Faktor auftreten, als kleinen Beitrag
auffassen und den Nenner wie oben in der Erlauterung gezeigt behandeln. Siehe auch
Gleichung (B.22) und folgende.

Wenn die Modelle sehr komplex werden und sich nicht angemessen linearisieren lassen,
dann kann man zu fortgeschrittenen Methoden tUbergehen. Als einfachste Methode bietet
sich dann die Monte-Carlo-Methode an (Darstellungen z. B. in [22] und [24]), die, siehe z. B.
Gleichung (A.28), moglichst viele mogliche Werte der Ausgangsgrofie sammelt und diese
als Typ-A-Kenntnisse behandelt.

B Analytische und numerische Bestimmung von Empfindlichkeitskoeffizienten

Dieser Anhang erklart zunachst den Begriff ,Empfindlichkeitskoeffizient®, zeigt dann die
wichtigsten Regeln zur analytischen Berechnung von Empfindlichkeitskoeffizienten und ein
Beispiel der numerischen Berechnung, die praktisch fast immer madglich ist.

Der Empfindlichkeitskoeffizient c, flr die GroRe X; ist die partielle Ableitung der Modell-
funktion Y = f(X1,..,Xy) nach dieser Grof3e, ausgewertet fur (X; = x,,..., Xy = xx). Mathematisch
schreibt man:

U

= = lim
ax,

. >0
Vi Xi=xi )

c

(f(xl,...,xi +5,...xN)—f(x1,...,xi —&,.Xy )) (B.1)
2¢

Vi X; = x; bedeutet, dass die Erwartungswerte eingesetzt werden und lim ¢ — 0 heil’t, dass

o

man den Grenzibergang zu verschwindendem ¢ durchflhrt. Der Ausdruck ahei[&t

partielle Ableitung der Funktion ' nach X.. Physikalisch bedeutet dies, dassc, ein Mafd

daflr ist, wie stark die Eingangsgréfiie X; die AusgangsgrofRe Y beeinflusst; denn es gilt fir
kleine Anderungen Ax;:: Ay = ¢, Axi. Zur Demonstration der Vorgehensweise betrachten wir

das folgende Modell:
Y = X, +X,

+ X1+ X" B.2
X, +x, ¢ (6.2

Fur ¢, finden wir

1 ([x+&+x _ X —E+Xx _ 1
Cy =—| | F——+x{ +x," || T—2+x{+x," | |= (B.3)
b 2¢ X, +x, X, +x, X, +x,

Fur ¢, erhalt man das gleiche Ergebnis. Fur ¢, finden wir:
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1(( X, +x, ; _HJ ( X, +x, " _HD
Cy =—| | —————+x{ +x;" |-| —————+x; +x,
P 2e((xytetx, X;—&+Xx,
(B.4)
_n+xn((n-stx)-(ntetx)) (n+x)
2¢ | (x,—e+x,)x,+&+x,) ((x3+x4)2—52)
woraus fir lm% folgt, dass:
¢, =_M' (B.5)

3

(x3 + X, )2

Offenkundig erhalt man fir ¢, das gleiche Ergebnis. Fur ¢, finden wir:

L[ x +x, 0 X, +X, VIR
Cy =— —+(x5+5) +x;" |- —+(x5+8) +Xx;
o 2¢

X, +x, X, +Xx,

=i((x5 vef —(x,—e) +) (B.6)

1 n n—1 n n=2 2 n n—1 n n=2 2
=—|x;+nxi e+ _|xiTE o —xiFnxT e+ xiTE +L |
2¢ 2 2

n
wobei der Binomialkoeffizient (J den Wert n(n-1)/(n-1) hat und die Terme, die durch ,,..."

reprasentiert werden, hdhere Potenzen von ¢ enthalten. Hieraus folgt flr lirr% , dass:

n=1

c,, =nx!" und nach analoger Betrachtung ¢, =-nx;"" =-nx;"". (B.7)

Xs 6 6

Aus den obigen Betrachtungen lasst sich folgende Vorgehensweise ableiten:

» Bei der partiellen Ableitung der Modellfunktion nach einer GréRe werden in einem
ersten Schritt alle anderen Grofen durch ihre besten Schatzwerte in der Modell-
gleichung ersetzt.

» Nach diesem Schritt bleibt nur noch eine Gleichung mit einer Variablen Ubrig, namlich
der, nach der abzuleiten ist.

» Im nachsten Schritt prift man, ob man die verbleibende Gleichung nach bekannten
Regeln ableiten kann, z. B.

o die Ableitung einer Konstanten ergibt 0, oder
o die Ableitung von x" ergibt nx""!; wobei das Vorzeichen von n beachtet wird.

» Wenn dies nicht mdglich ist, berechnet man die Ableitung numerisch nach

Gleichung (B.1).

Als numerisches Beispiel betrachten wir ein Problem der Langenmessung, das schon in
Anhang A in Gleichung (A.16) diskutiert wurde, die wir hier nochmals wiedergeben:

(1 C!MS(YMS 7R f))
- P (l aStab (Yétab Tilef )) ( )

Als Beispiel wahlen wir die partielle Ableitung dieser Modellfunktion nach Tsw.. Die
analytische Ldsung ist mittels der bisher besprochenen Regeln noch nicht méglich, deshalb
berechnen wir die partielle Ableitung dieser Modellfunktion nach Ts., numerisch.

Als beste Schatzwerte seien gegeben oavs=11,010%/K , asw=18,010°/K ,
Tvs = 22,0°C , Tswp = 24,0 °C und die Werte fiir die Konstanten seien Linp=10 mm und
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Trer = 23,0 °C . Dann erhalten wir einen numerischen Wert fir die gesuchte partielle
Ableitung, wenn wir nach Gleichung (B.1) vorgehen. Wir missen nur den Wert von Tsu
andern, daher bleibt der Wert des Zahlers erhalten und er ist gegeben durch:

Lo (14 (s = T ) = 10(1+11,0-10°(22,0 - 23,0)) mm =9,99989 mm. (B.9)
Der Wert des Nenners, wenn man die Erwartungswerte einsetzt, ist gegeben durch:
(1+ g (T — Ty )) = (1 18,0-10°°(24,0 - 23,0)) =1,000018. (B.10)

Daraus folgt der beste Schatzwert fir den Wert der Gré3e Lsw, mit 9,99971 mm.

Wir berechnen den Nenner flir Tsw, = 24,1 °C und flr Tsw, = 23,9 °C ; dies liefert die Werte
1.0000162 und 1,0000198. Hieraus folgen die Werte 9,999728004 mm und

9,999692006 mm fir Lsi.,. Damit erhalten wir:

OLswy (9,999692 —9,999728} mm _ 000017998951 T (B.11)
0T5 0,2 K K

Dabei haben wir Ts., um + 0,1 K variiert. Die analytische Rechnung ergibt:
6LStab — _LIND (l + aMS (TMS — TRef ))(aS;ab) — _0,00017999154 mim . (B12)
0T (1 + Qg (TStab —Trer )) K

Ausdriicke der Art

Y = fZéihler(Xl"“’XN) (B.13)
fNenner(Xl"“’XN)

treten haufig auf. Ein Beispiel hierflr ist Gleichung (A.16). Deshalb zeigen wir noch einige
wenige Regeln, die man braucht, um solche Modelle zu linearisieren. Eine Eingangsgrofie
kann, aber muss nicht, sowohl im Zahler, als auch im Nenner auftreten.

Der besseren Lesbarkeit wegen wiederholen wir Gleichung (A.16), aber in der Form von
Gleichung (A27), um das Modell als Beispiel zu verwenden, dartber hinaus ersetzen wir ¢,
durch eine zusatzliche GrolRe, die wir X5 nennen, damit wir alle relevanten Falle
demonstrieren kénnen:

1+X1(X2_Cz) 1+X1(X2_X5)

Y= Y= . B.14
011+X3(X4_02): 011+X3(X4_X5) ( :
Regel zur partiellen Ableitung eines Bruches
16/ V. ST, ¢ O nemer \ X p5ees X
aY chnncr (Xl ;-~-;XN) fZahler (a)} N ) _ fz‘ahlcr (X1;~-~;XN) fN (a)(l N)
- i L . (B.15)
aXi [chnncr(Xl""’XN )]2

Fall 1: Die Grofde, nach der wir ableiten missen kommt nur im Zahler, aber nicht im Nenner
vor. Beispiel: GroRe X,
Alle anderen GrofRen sind dann wie Konstanten aufzufassen und wir kdnnen das
Problem deutlich reduzieren:
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a{ 1+X1(X2—X5)}

011+X3(X4_X5) _ %! 6{1+X1(X2—X5)}
ox, 1+ X, (X, - X;) oxX, (B.16)
G
= X,-X
1+X3(X4_X5)( ’ 5)

Fall 2: Die Grofde, nach der wir ableiten missen kommt nur im Nenner, aber nicht im Zahler
vor. Beispiel: GroRe X,
Alle anderen GrofRen sind dann wie Konstanten aufzufassen und wir kdnnen das
Problem deutlich reduzieren:

1+X1(X2_X5) 1
L (- x) HEEAIAA
63X 4 75 =c1(1+X1(X2_X5)) 36X4 5 (B.17)
4 ) .
¢ — X,

1+ X, (x, - x;) 1+x,(x, - x,)]° |

Der Schritt von der ersten zur zweiten Zeile war dabei:

; 1 ol 6{1+X3(X4_X5)}
v Iroonesg 2t .
6X4 [1"')(3()(4_)(5)]z

Die Ableitung einer Konstanten, hier die 1, ergibt O.
Ein schon behandeltes Beispiel fir einen solchen Fall ist die Ableitung bei negativem
Exponenten, wir betrachten Y=X"=1/X"

o1 0—nX"" n .
b e e A 619

Fall 3: Die GroRRe, nach der wir ableiten missen kommt im Zahler und im Nenner vor.
Beispiel: GroRe X
Alle anderen GrofRen sind dann zwar wie Konstanten aufzufassen, aber wir konnen
das Problem in diesem Fall nicht reduzieren:

dlc 1+X1(X2_X5)
" x(x-x)))
X, B

0{l+ X, (x, - x,)}

o+ X.(X,-X
[1+X3(X4—X5)J ox. 1 {+ 3( 4 5)}

_[1+X1(X2_X5)J 6X5

B.20
- [1"')(3()(4_‘Xvs)]2 ( )
Fir die zweite Zeile in Gleichung (B.20) erhalt man:
[1+x,(x, - x,)[=x,)-[1+ X, (x, - x,)-x,)
¢ (B.21)

[1+x,(x,-x,)°

Fall 3 erfordert einigen Aufwand, den man gerne vermeiden mdchte. Deshalb verweisen wir
nochmals auf den , Trick®, den wir in den Gleichungen (A.34) und (A.35) verwendet haben.
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Dazu mussen wir nur annehmen, dass die moglichen Werte von X3(Xs —Xs ) klein gegen 1
sind. Dann gilt:

1

A ) =1-X,(X, - X,) (B.22)
Damit reduziert man Gleichung (B.14) auf:

Y=ell+ X, (X, - X,)-X,(X, - X,)-X, (X, - X,)X, (X, - X,)] (B.23)
Wenn nun zusatzlich die moglichen Werte von Xi(X> —Xs ) auch klein gegen 1 sind, dann gilt:

Y=cll+X,(X, - X,)- X, (X, - X,)] (B.24)

Damit haben wir wieder eine Modellfunktion, fir die wir die Empfindlichkeitskoeffizienten
,<ablesen® konnen.

Um dem Leser das Nachschlagen in mathematischen Fachblichern zu ersparen, sind die
folgenden fir die Praxis wichtigsten Naherungsformeln dargestellt:

Y=(c+X) Ecm(1+m£) und ¥ =(c— X)) Ecm(l—m£) wenn ¢ << X (B.25)
4 c |

Den Fall m = -1 haben wir in Gleichung (B.22) benutzt. Diese Formel gilt fur alle naturlichen,
d. h. ganze, Zahlen, aber auch fur Briiche aus ganzen Zahlen, z. B. fir m = %% :

Y=dc+X ;\/Z[H%ij und Y =+Je— X ;\/Z[l—%szennc<<X. (B.26)
C C |

1 1 1 X 1 1 1 X
Y=———=z=—F—|]l-———— | und YV =————==—F—| |+—— | wennc<< X . (B.27)
ve+ X \/Z[ 20] Ne—-X \/E( 20]
Manchmal treten Funktionen von EingangsgroRen auf, wie zum Beispiel trigonometrische
Funktionen, bei denen die Ableitung wieder eine Funktion ergibt. In solchen Fallen kann man
ebenfalls manchmal die Funktion durch den Anfang ihrer Reihenentwicklung ersetzen:

Y =sinX = X,Y =cos X ;1—%)(2, und Y=tan X =X (B.28)

12

wenn EX und u(X) hinreichend klein sind. Wenn X=90°, bzw. % n, dann kann man die
Abweichung von 90° betrachten und dann die entsprechende Funktion entwickeln. Beispiel:
sin (Y2 = X) = cos X.

AbschlieRend betrachten wir als Beispiel noch ein Problem, das haufig in der
Langenmesstechnik auftritt, z. B. beim Messen des Abstandes paralleler Linien. Dieses
Beispiel ist nicht linear.

Das einfachste denkbare Modell ist hier gegeben durch:

Lyana = (LIND = ALy, - 6LIND )Cosﬂ (B.29)

Bei guter Messpraxis kann man annehmen, dass der Abweichungs-

winkel g sehr klein ist und dann gilt: Lo\ B | Labstand
2

cosﬂ—l—%[)’ (B.30)

Dies ist zwar immer noch nicht linear, aber wir haben das Modell in

eine wesentlich einfachere Form gebracht, die wir behandeln

konnen.
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Unter Verwendung der Gleichung (B.30) erhalten wir als Modell:
LAbstand = LIND (1 - %ﬂz - ALIND,rel + %ﬁzALIND,rel - 6LIND,rel + %ﬂzﬁLIND,rel); (B31)

wobei das Subskript ,rel“ Division durch Linp bedeute. Fir die Demonstration ist es hilfreich,
im Modell L Abstand mit Y, Linp mit Cl, ALIND,rel mit Xl, SLIND,rel mit X5 und ﬂ mlt)ﬁ zu bezeichnen:

Y:cl(l—%Xf—X1+%X32X1—X2+%X32X2). (B.32)

Die Empfindlichkeitskoeffizienten kann man nun leicht bestimmen:

Y Y
0X, X=x, 0X, X;=x;
(B.33)
oY
Cy, = ax), =cX, ()c1 + X, —1).

[}

Damit ist das Problem zunachst geldst. Aber in der Praxis ist der Erwartungswert von g, hier
X;, meist gegeben durch EX;=x3;=0, weil man beim Anlegen eines Messmittels in beide
Richtungen mit gleicher Wahrscheinlichkeit abweichen kann. Dann folgt aus
Gleichung (B.33), dass

C —a_Y
e,

=—¢,, ¢y, =—¢, undc, =0, (B.34)

Xl:xi

Formal bedeutet dies, dass der Abweichungswinkel 5 keinen Beitrag zur Messunsicherheit
liefert. Dies ist natlrlich nicht wahr. Nach GUM muss man in solchen Fallen die nachst
héhere Ableitung heranziehen. Darauf wollen wir hier nicht eingehen, stattdessen rechnen
wir, wie im Anhang A erlautert, mit Erwartungswerten und benutzen dabei die ebendort
eingefihrte Standarddarstellung der Wahrscheinlichkeitsverteilungen X; = x; + u(x;) X,sa. Im
hier betrachteten Beispiel gilt x; = 0 flr alle drei Eingangsgréfien. Damit erhalten wir:

Y=c (1 - u(xl )Xl,std - u(xz )Xz,std - % u’ (x3 )X32,std (1 - u('xl )Xl,sld - u(x2 )Xz,std )) (B'35)

Wenn die Wahrscheinlichkeitsverteilungen Gauly-, Rechteck-, Dreieck-, Trapez- und U-
formig® sind, dann gilt EXya = 0 und VarXyq = E(Xx)? = 1. Damit finden wir:

y=EY=cl(1—0—0+ %uz()@)EX;md(l—O—O)):cl(l—%uz(x3)) (B.36)

Man sieht, dass y <ci, bzw. dass Lapsand < Linop ! Als letzten Schritt kbnnen wir mit dieser
Methode auch die kombinierte Standardmessunsicherheit berechnen. Weil die Formeln
sonst nicht in eine Zeile passen, verwenden wir die Schreibweise u(x;)=u;:

w(y)=E(Y - y)
= CEE(_ ule,std - u2X2,std - % u32X32,std (1 - ule,std - u2X2,std )+ %%2 )2'

Das Ausmultiplizieren der grofden Klammer in der zweiten Zeile liefert zwei Beitrage, die sich
aus dem Quadrieren ergeben:

(B.37)

8 Allgemeiner: Wenn fiir die Standardform gilt, dass g« &)= gx(—£), dann gilt E(Xsa)?"''= 0, n=0,1,2,3,...
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Bqua = (_ X o — U X, ) T+ (_ % u32 32,std (1 — U X, g — U, X, g ))2 + % “;
B, = 2(_ U X, g — U X, o ) [_ %“32 32,std (1 —u X, g — U X, )+ % u32 ]
- u32 32,std (1 —u X g m U X )% u32

Wir benutzten nun wieder EXy =0 und dass E[(Xis)” (Xisw)'] = E(Xisw)” E(Xsa)”, Weil die
Eingangsgrofien nicht korreliert sind. Damit findet man:

EB_ . =u/ +u; + %u;‘(EX;‘(l +ul + u§)+ 1) und, aus der zweiten Zeile, EB,, = —%u;‘ :
Zusammenfassend erhalten wir nun:
u*(y)=E([Y -y) =, (”12 +u; + %“?(EX;,M (1 +u +u; )— 1)) (B.38)

wobei die ersten beiden Terme, also u*(ALwp)t+ u*(8Lip.1), die Beitrdge sind, welche die
normale, nur lineare Beitrage berlicksichtigende Berechnung liefert. Um den Beitrag
2. Ordnung auszurechnen, nehmen wir hier eine Rechteckverteilung fir die Winkelab-
weichung an:

V3
1 1 1, 543 1 5
EX} = [edg=——"g =—( V3) -3 j =18 (B.39)
Rechteck, std 2 /3 :"/35 5 2 /3 5 5 ‘_\/5 10 /3 ( ) ( )
Fir eine GaulRverteilung erhalt man den Zahlenwert 3. Fir die X3, also die Winkelabweichung

p, wird man meist eine Rechteckverteilung annehmen. Wenn die Halbweite der
Rechteckverteilung 1°ist, dann folgt:

T
180°

Wenn wir dies in Gleichung (B.36) einsetzen, erhalten wir Labstana = 0,9999492 Linp ! Bei der
Messgenauigkeit, die in der Langenmesstechnik erreicht wird, ist dies nicht immer
vernachlassigbar. Um den Beitrag zur Unsicherheit zu beurteilen nehmen wir an, dass
u1=u;=0,0001. Dann folgt aus Gleichung (B.38) und (B.40) u(Labstand)=
Lino 0,0001-[2+Y%-0,8+3,6-0,00000001] = 2,4 u;; dies bedeutet, dass die korrekte Berechnung zu
einer 20 % gréReren Unsicherheit fuhrt. Im Falle einer Gauldverteilung waren es sogar 50 %
mehr.

1°=0,01 (B.40)

1
”(ﬂ)=$

C Vereinfachung durch Festlegung von Umgebungsbedingungen

In der Praxis ist es haufig zu aufwandig, alle EinflussgroRen zu messen. Dies gilt
insbesondere flr die Umgebungsbedingungen wie Temperatur, Luftdruck und Luftfeuchte,
aber auch fur unterschiedliche Materialeigenschaften. Hier kann es vorteilhaft sein, in
Absprache mit dem Kunden deren Schwankungsbreite festzulegen und die daraus
resultierenden Anderungen in der im Kalibrierschein anzugebenden Unsicherheit zu
bertcksichtigen.

Als Beispiel betrachten wir einen Teilaspekt der Kalibrierung eines Messschiebers, der aus
Stahl bestehe und zur Langenbestimmung von Aluminium- oder Messingstaben in einer
Werkhalle verwendet werden soll. Die Temperatur in der Halle schwankt zwischen 18 °C und
28 °C. Die Temperatur soll in der Anwendung nicht gemessen werden und wir nehmen an,
dass die Temperatur der Stabe und die des Messschiebers unabhéngig voneinander seien,
aber innerhalb der Schwankung der Werkshallentemperatur liegen! Das folgende
vereinfachte Modell betrachtet nun ausschlieBlich den Einfluss der nur in Grenzen
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bekannten Temperaturen; dies bedeutet insbesondere, dass wir hier die Messabweichung
des Messschiebers mit exakt 0,0 mm annehmen und die Ableseunsicherheit ignorieren. Dies
fuhrt auf die Beziehung:

L, (1 + Agia, (TStab —Tier )) = LIND(l + aMS(TMS —Tier )) (C.1)

Bekannt sei:
Langenausdehnungskoeffzient fir das Material ays =11,010%/K (¥)
des Messschiebers (MS): w(ams) = 2,0 107
Langenausdehnungskoeffzient fir das Material ay =24,010°%/K (¥
Aluminium: w(aa)) =2,0107"
Langenausdehnungskoeffzient fur das ave =18,010°¢/K (¥)
Material Messing: w(anme) = 2,0 107
Temperatur (gilt fir ,MS* und ,Stab“): ET =23,0°C ()
Rechteckverteilung = u(7) = Halbweite/N3 u(l = 2,890K
Die Referenztemperatur betragt 20 °C. Tret =20°C
Abgelesener Wert (Konstante) Lno =1,010"mm
Lange des Stabes (MessgrofRe) Lstan

(*) Die Temperaturabhangigkeit wird im Hinblick auf die relativen Unsicherheiten im
festgesetzten Temperaturbereich vernachlassigt. Fur die PDF wird eine Rechteck-
verteilung angenommen.

(*) Die Messtemperatur wird Ublicherweise in der Einheit "C (Grad Celsius)
angegeben, aber die Unsicherheiten in K (Kelvin).

Hinweis: Diese Annahmen sind einigermaRen realistisch. Normalerweise wiirde nur die
Messabweichung unter Kalibrierbedingungen ermittelt. Hier aber, in diesem Beispiel,
werden die Anwendungsbedingungen (Kundenwunsch) mitbetrachtet. Das Beispiel ist
bewusst so formuliert, dass die dem Wert der Messabweichung beizuordnende
Unsicherheit beim eigentlichen Kalibrieren praktisch verschwindet, um so den Einfluss der
Temperatur- und der Materialvariation in der Anwendung klar herausstellen zu kénnen.

In einem ersten Schritt nutzen wir die Tatsache, dass die durch Temperaturunterschiede
entstehenden relativen Langenanderungen deutlich kleiner sind als 10-° und schreiben
daher:

L, = Linp (1 T Qs (T s ~ Tre ) — Oy (TStab —Tier )) °. (C.2)

Im zweiten Schritt bestimmen wir die bendtigten Empfindlichkeitskoeffizienten und die
Unsicherheitsbeitrage. Fur den Beitrag von avs erhalten wir:

Cans = Lyp (ETMS - ETRef) = (10 mm) (3 K)
¢ ul@ys) =(10mm)-(3K)-(0,2-11-10° K") (C.3a)
,,, (Lgs) =0,066 um.

Fir den Beitrag von Tws erhalten wir:

% In diesem Schritt haben wir ausgenutzt, das (1+amsTus) ™' = (1—omsTvs) und dass amsTvs dswb Tsey SENr
klein gegen amsTuvs = aswbTsiab iSt; vergleiche auch die Ausfihrungen in Anhang A ab
Gleichungen (A.27) und am Ende von Anhang C.
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CTMS = LINDEaMS = (10 mm) : (1 1,0 . 1076K-1)
¢y u(Tys ) = (10 mm)-(11,0-10°K")- (2,89 K) (C.3b)

uTMS (LStab) = 093 1 8 ”,m
Auf die gleiche Weise findet man:
= 0,694 um (C.3c)

Aluminium)

= 0)1 44 “m und uTAluminium (L

QA luminium (LAluminium)
und
=0108pmund uy (Lyos) =0520pm (C.3d)

u“ Messing (LMessing )

Aus den Gleichungen (C.3) findet man, dass u(Lawuminium) = 0,71 pm und u(Lmessing) = 0,53 pm
sind. Die kombinierte Standardmessunsicherheit gibt man praktisch immer nur mit zwei
signifikanten Stellen an, wohingegen man bei den Zwischenrechnungen mindestens eine
weitere Stelle ,mitschleppt".

Der Léwenanteil stammt in beiden Fallen von der Schwankung der Temperatur in der Halle,
aber wenn der Kunde diesen Beitrag zu Unsicherheit in Kauf nehmen kann, erspart er sich
aufwendige Temperaturmessungen. AbschlieRend diskutieren wir noch die Frage, ob es
auch hinnehmbar ist, flr beide mogliche Stabwerkstoffe nur eine Unsicherheit anzugeben.
Dies ware dann einfach die gréRere Unsicherheit, also die flr einen Stab aus Aluminium.
Auch dies erspart Mihe und hilft Fehler zu vermeiden. Der Preis ist die etwas hohere
Unsicherheit.

D Vereinfachung durch Verwendung von Korrektionsfaktoren

Im Haupttext wurde gezeigt, dass ein Produkt-/Quotientmodell besonders vorteilhaft ist,
wenn man relative Standardunsicherheiten betrachtet. Wenn die in Summen-/
Differenzuntermodellen auftretenden Standardunsicherheiten relativ klein sind, dann ist es
moglich, Summen-/Differenzuntermodelle in Produkt-/Quotientmodelle zu wandeln.

Einfaches Beispiel fiir Korrektionsfaktoren: Spannung

Das Summen-/Differenzuntermodell dafir sei V= Vanp—AV-3V. Dies kann man einfach
umformen:

V:VM@_M_S_V}VIND@_AVj(l_ SV}AV o 0.1)
I/[ND I/[ND I/[ND I/IND I/IND I/[ND
In der Regel gilt, dass 1>>AV/Vinp und 1>>6V/Vivp. Dann gilt:
V= VyapoKay Ky, wobeikK,, = [1 —MJ und K, = (1 —S—Vj (D.2)
IND IND
Man beachte, dass Korrektionsfaktoren die Dimension 1 haben. Man sieht, dass:
u(KM:M und weil (K, )" =1 LAY wK,, )= u(KAV{I +ﬂj (D.3a)
VIND VIND I/IND
und
u(Ky, )= u(sv) und weil (K, )" =1+ o w(K,, )= u(K,, )(1 + S—Vj . (D.3b)
IND IND VIND

Aus dem Summen-/Differenzuntermodell erhalt man:
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()= (A ) 412 (57) > WA (V) = —— (2 (a7 ) 4 (57)). (D.4a)

IND

Wenn man in Gleichungen (E.3a) und (E.3b) wiederum benutzt, dass in der Regel
1>>AV/Vinp und 1>>6V/Vinp, erhalt man aus dem Produkt-/Quotientmodell:

W ()= wA(K,, )+ Wz(KW):VL(uz(Av)wz(w)). (D.4b)

2
IND

Man sieht durch Vergleich der Gleichungen (D.4a) und (D.4b), dass man unter der Annahme
1>>AV/Vno  und  1>>8V/Vinp  mit  beiden Untermodellformen praktisch die gleiche
Standardunsicherheit erhalt. In der Praxis sind die besten Schatzwerte fur AV und &6V
meistens gleich Null. Wenn dies nicht der Fall sein sollte, dann kann man die
Korrektionsfaktoren in den Gleichungen (D.3a) und (D.3b) benutzen.

Bei einem Untermodell mit nur zwei Unsicherheitsbeitragen ist der Vorteil unter Umstanden
nicht nennenswert, sehr wohl aber, wenn viele und insbesondere wenn auch Quotienten
auftreten.

Komplexeres Beispiel fiir Korrektionsfaktoren: Ubertragungskoeffizient S
Modell zur Ermittlung des Ubertragungskoeffizienten S eines Druckaufnehmers (DMS-
Aufnehmer).

VI%V

X pus gl

S= XAub = = K, Ksy =VinpG le;leKAVKaV ; (D.3)
Ein PN

wobei

Vo inV angezeigte Spannung Ky, Ksy Korrektionsfaktoren

G in VIV Verstarkungsfaktor Vsp inV Briickenspeisespannung

PN in Pa  vom Normal angezeigter Druck

und w(S) =\ w? (Voo )+ w* (G)+ w* (7, )+ w2 (py )+ w? (K )+ w2 (K ) (D.8)

E Beispiel fiir die Zerlegung eines schwierigen Modells in Untermodelle

Durch Verwendung geeigneter Untermodelle kann man fast immer eine deutliche
Vereinfachung der Bestimmung der kombinierten Standardunsicherheit erreichen. Als
Beispiel betrachten wir ein Kolbenmanometer. Das gleiche Beispiel wird auch in Anhang F
benutzt, um zu demonstrieren, wie man die Unsicherheit ermittelt, wenn man ein kalibriertes
Kolbenmanometer unter anderen als den Referenzbedingungen betreibt, ohne dass man die
ganze Unsicherheitsanalyse wiederholen muss.

Dieses Beispiel der Bestimmung der Messunsicherheit, die den Werten eines
Kolbenmanometers beizuordnen ist, soll zeigen, wie man auch ein sehr komplexes Modell
mit Hilfe von Untermodellen stark vereinfachen kann. Das Modell wurde hier lediglich als
Beispiel ausgewahlt, um das Vorgehen zu demonstrieren. Weitere Einzelheiten Uber Ubliche
Kalibrierbedingungen und deren Begrundung konnen der Richtlinie EURAMET cg-3
.Calibration of Pressure Balances® [15] entnommen werden, die von akkreditierten
Laboratorien angewendet wird.

Das Basismodell lautet zunachst:
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F

Peo =7 (E.1)
Tr

wobei F die auf den zylinderformigen Kolben wirkende Kraft und » der Kolbenradius ist. Wir
fihren die Kolbenflache 4, als GréRe ein: Ap=rr*. Dann erhalten wir das Modell

Peo = FA4;. (E.2)

Nun hat es die dieselbe Form wie Gleichung (12): ¢ = 1 und alle Exponenten haben den Wert
+1. Die Unsicherheit u(4) und die relative Unsicherheit w(4,) sind gegeben durch:

u(A0)= 27rru(r)und W(A0)= 27rru(r) =2 u(r) (E.3)

71'7’2 r

Fir das so formulierte Modell fir den Kolbendruck erhalt man dann aus Gleichung (14) das
einfache Ergebnis: w?(peo)=w?(F)+w*(4o)

Das realistischere Modell zur Auswertung ist gegeben durch:

e

i=l P,
P 4@+ A pNi+ (e + B —20°C))

wobei der Zahler des Bruches die Kraft F und der Nenner die Kolbenflache darstellt. Das
Zusatzglied beschreibt den hydrostatischen Druck, s. Gleichung (22). Im Einzelnen ist:

+(pp —p)gh; (E.4)

Pe Uberdruck (e fiir excedens) mi Masse der Gewichtsauflagen
g Fallbeschleunigung Da Luftdichte

p,, (*) |Dichte der Massen Ao Kolbenquerschnittsflache

A Deformationskoeffizient p Druck auf den Kolben

af (#) |[thermische Langenausdehnungskoeffizienten fir Kolben und Zylinder
t Temperatur (Kolben/Zylinder) | OF1 | Flissigkeitsdichte

h Hohe der Saule des Druckmediums (Differenz der Bezugsebenen)

(*) Reduziert sich zu pm, wenn alle Massen aus dem gleichen Material sind.

(#) Wir nehmen an, dass a= S.

Fir dieses hier ausgewahlte Modell ist es sinnvoll, es so umzuformulieren, dass die
physikalisch relevanten Eingangsgrofen deutlich sichtbar werden:

F
p. :Z+Aphyd; (E.4)

wobei F die auf den Kolben wirkende Kraft, 4 die effektive Kolbenflache und Apna die
Druckdifferenz aufgrund eines Hoéhenunterschieds zwischen Normal und Kalibriergegen-
stand (hydrostatischer Druck) symbolisieren. Uber Apna findet man keine Angaben im
Kalibrierschein, weil diese Druckdifferenz vom Messaufbau im jeweiligen Laboratorium
abhangt.

Durch Vergleich der Gleichungen (E.3) und (E.4) sieht man, dass:

i=1

F = g(l —&Jimi und 4= A4,(1+ A p)1+2aAT); (E.5)

m
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wobei wir folgendes annehmen: alle Massen sind aus dem gleichen Material mit der gleichen
Dichte, die linearen thermischen Langenausdehnungskoeffizienten fir Kolben und Zylinder
sind identisch. Ferner definieren wir: AT = (z — 20 °C).

Wir betrachten F/A als Untermodell und bezeichnen es mit pe. Dies ist ein Produkt-/
Quotientmodell und w?(peo)= W (F)+w*(A4).

Vereinfachung des Modells fiir F
Wir benutzen ein Produkt-/Quotientmodell, wobei wir den Term (1-p./pm) mit K¢ und die
Summe Uber die Massen der Auflagegewichte mit M bezeichnen. Dies flihrt auf:

F = gK .M und w*(F)=w*(g)+w*(Ke)tw*(M); (E.6)
wobei w(g) = u(g)/g und:

w6)=(1-7 V(2] 60w )z 2] () (e €7

m m

weil p/pm sehr klein gegen 1 ist, pJ/om=1,2/7800=1,5 10*, kann man K =1 bei der
Berechnung der Unsicherheit verwenden, nicht aber bei der Berechnung des
Erwartungswertes von F . Schliellich erhalt man fur M:

WZ(M):@m,)_ziu«mi):M—ziw(m,.). E8)

Vereinfachung des Modells fiir 4

Wir benutzen ebenfalls ein Produkt-/Quotientmodell, wobei wir die Terme (1+4p) und
(1+2aAT) mit Ka1 und K, bezeichnen. Dies fuhrt auf:

A= AK K 5, und wA)= wA Aoy tw(Kar) +w3(Kn2); (E.9)
wobei w?(4o) nach Gleichung (E.3) bestimmt wird und:
WZ(KAI)_ pu*(2)+ ﬂzuz(p)und WZ(KAZ)_ (AT) u? () + 4 *u*(AT) ; (E.10)

- (kY ) (E[K, ]y
zur Erinnerung: E[Kai] ist der Erwartungswert, den man hier durch Einsetzen der besten
Schatzwerte fir 4 und p erhalt. Analoges gilt fir E[Ka.].
Vereinfachung des Modells fiir Apiyq

Wir benutzen wiederum ein Produkt-/Quotientmodell, indem wir pr—p. als Untermodell
betrachten:

Aphyd = (pFl - pa) und w’ (Aphyd) = (Aphyd)é(uz(pﬂ)—i_ uz(pa )) (E.11)
Damit kann man schreiben:

ADyyq = APyye&h und w(Apnya)=w(Apnya) tw(g)+w(h). (E.12)
Zusammenfassung

Mithilfe dieser Untermodelle haben wir das urspringlich relativ komplexe Modell (s.
Gleichung (E.4)) stark vereinfacht und kein einziges Mal explizit Empfindlichkeits-
koeffizienten berechnen missen!

D. =§+ Apyg = DP. = Do + APy,q UNd berechnet wurden w(peo) und w(Apnya).  (E.13)

Die dem besten Schatzwert von p. beizuordnende Unsicherheit kann man nun leicht
bestimmen:
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u’ (pe ) = (pe,OW(pe,O ))Z + (AphydW(Aphyd ))z

Weil die Fallbeschleunigung g in beiden Untermodellen sowohl fir die GréRe p., wie auch
die GroRe Apnya, vorkommt, sind beide Gréf3en streng genommen Korreliert. Wir haben den
Beitrag der Fallbeschleunigung g zur p. beizuordnenden Unsicherheit hier richtig berechnet,
weil g in beiden Untermodellen als Faktor auftritt und die GréRen peo und Apwya addiert werden.
Dies bedeutet, dass wir das Model fir p. auch schreiben kénnen als:

P = (KZM + ApFlhjg =c, = EKK;M + ApFlhﬂ ) (E.15)

Es ist etwas mihsam, aber man kann zeigen, dass der Beitrag der Fallbeschleunigung zu
u?(pe) in Gleichung (E.14) identisch mit (c,u(g))? ist.

F Vorgehensweise bei Abweichungen von Kalibrierbedingungen

In einem Kalibrierschein fiir ein Kolbenmanometer, das wir in Abschnitt Anhang E im Detail
diskutiert haben, findet man normalerweise keine expliziten Unsicherheitsangaben fir den
hydrostatischen Druck. Ferner sind die Temperatur ¢, Luftdichte p, und Fallbeschleunigung
g unter Anwendungsbedingungen moglicherweise anders als unter Referenzbedingungen
und man muss daher berichtigen, indem man geeignete Korrektionen anbringt.

Wenn der Kalibrierschein eine vollstdndige Bilanz der Messunsicherheitsbestimmung
enthalt, dann muss man lediglich die Angaben Uber Temperatur ¢, Luftdichte o, und
Fallbeschleunigung g, wie sie unter den gegebenen Anwendungsbedingungen vorliegen, in
der Bilanz ersetzen und kdnnte es ansonsten unverandert Gbernehmen. Meistens ist dies
leider nicht der Fall.

Es ware nun sehr aufwendig, das gesamte Modell fiir den Uberdruck p., heranzuziehen, um
die beizuordnende Unsicherheit neu zu berechnen. Dies ist auch nicht nétig, wenn man das
Modell, s. Anhang E, in Untermodelle zerlegt und auf ein Produkt-/Quotientmodell
zurlckgefihrt hat. In diesem Falle figen wir dem Modell einfach einen Korrektionsfaktor
hinzu, der von den Referenzbedingungen auf die Anwendungsbedingungen berichtigt. Wenn
eine Unterscheidung von EingangsgréfRen notwendig ist, dann benutzen wir den Index REF
fur Referenzbedingungen und den Index ANW fir die Anwendungsbedingungen.

Fir peo haben wir unter Verwendung von Untermodellen F und 4 ein Produkt-/Quotientmodell
aufgestellt. Die Temperatur t, bzw. At= taw — frer taucht im Untermodell 4 (s.
Gleichung (E.5)) auf und zwar im Korrektionsfaktor Kx,. Die Fallbeschleunigung g und die
Luftdichte p. tauchen im Untermodell F (s. Gleichung (E.6)) auf, letztere im Korrektionsfaktor
Kr.

Wir betrachten zuerst die Korrektion fir die Abweichung der Temperatur. Wir fihren einen
Korrektionsfaktor Kar,anw €in, der die Abweichung der Temperatur zanw von der
Referenztemperatur frer = 20 °C Korrigiert:
1420 (tyy = tege) 1420 AT

A2REF5>ANW —

K

(F.1)
KAZ,REF KAZ,REF

Offensichtlich ist Kxrer identisch mit Ka, dessen Beitrag zur Unsicherheit schon
bertcksichtigt ist. Wir kdnnen daher jetzt K, rer als Konstante auffassen. Ferner ist der beste
Schatzwert flr Ka2rer = 1, weil ja unter Referenzbedingungen kalibriert wurde. Daher kénnen
wir den Erwartungswert von Kareranw durch Einsetzen der Zahlenwerte berechnen.
Analog zu Gleichung (29) finden wir:
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i (AT Y u*(a)+ 4a *u*(AT)
w (KAZ,REF—)ANW )= 2 (F-2)
(E[K A2,REF>ANW ])

Damit gilt fiir den Uberdruck ohne Beriicksichtigung des hydrostatischen Drucks:
E[peO,ANW ] = E[peO,REF ] E[KAZ,REF—>ANW ]
uz (peo,ANw ) = (pe,O,REF W(pe,O,REF ))Z + (K A2, REF->ANW W(K A2,REF->ANW ))Z .

Die Korrektionen (Berichtigungen) flr die unterschiedlichen Werte der Fallbeschleunigung
und der Luftdichte kann man analog behandeln, allerdings mussen die bei der Kalibrierung
verwendeten

(F.3)

besten Schatzwerte fur die drtliche Fallbeschleunigung und die Luftdichte mitgeteilt werden.
Meistens werden Kalibrierergebnisse auf eine Luftdichte von 1,2 kg/m?3 bezogen.

Dieses Vorgehen erspart viel Arbeit, liefert aber leicht gréRere Unsicherheiten, da die
Beitrage einiger EinflussgréRen unter Umstanden doppelt betrachtet werden. Dies kann nur
vermieden werden, wenn das Kalibrierlaboratorium die gesamte Messunsicherheitsbilanz
weitergibt, oder zumindest die Unsicherheitsbeitrage derjenigen Einflussgréf3en getrennt
ausweist, die unter Anwendungsbedingungen andere Werte haben kénnen.
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G Angabe von eigendefinierten Spezifikationen fur nichtkorrigierte Schatzwerte

Falls der unberichtigte Schatzwert y’=y + b angegeben wird, so muss die nicht
durchgefiihrte Korrektion um den Schatzwert 5 der systematischen Abweichung in der y’
beigeordneten Messunsicherheit berticksichtigt werden. Diese berechnet sich dann nach

u (3 =u () +b° (G.1)

mit

u,(y): dem berichtigten Messergebnis beigeordnete kombinierte Standardmess-

unsicherheit, siehe Gleichung (G.2)
b: Schatzwert der systematischen Abweichung

(s. auch [Lira/Wd&ger]). Die kombinierte Standardmessunsicherheit u,(y) zum Schatzwert y

der Grolke Y (Modell: Y=fX; + ... + Xy) - B, X;: Eingangsgrofien, B : systematische
Abweichung) berechnet sich (bei Unabhangigkeit der Eingangsgrdéfen) nach:

1, (9) =€ () .+ (0 u(xy) + (b))’ (G.2)
mit

u(x,): Standardmessunsicherheit zum Schéatzwert x; der Groe X;,i=1,...,N

Ci: Empfindlichkeitskoeffizienten nach GUM, 5.1.3

u(b): Standardmessunsicherheit zum Schatzwert » der systematischen Abweichung
B

Im Falle der nicht durchgeflihrten Korrektion ist die eigendefinierte Spezifikation gréflier als
die erweiterte Messunsicherheit U bei durchgefiihrter Korrektion. Um zu erreichen, dass
auch in diesem Fall die eigendefinierte Spezifikation Sint die wirkliche PDF beinhaltet, sind 2
Falle zu unterscheiden,

b<0und b >0, siehe auch Abb. 11:

b < 0: fir die obere Grenze des Uberdeckungsintervalls y,’ gilt
Yo=Y, =y +U

b > 0: firr die untere Grenze des Uberdeckungsintervalls y,’ gilt
Y.'=y,=y-U

Aus dieser Forderung ergibt sich, dass Sint = U+|b| ist.
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A Uberdeckungsintervall [y - U, y + U]
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Abb. 11: Darstellung der Wahrscheinlichkeitsdichteverteilungen (hier: Normalverteilung als Beispiel)
im GUM-konformen korrigierten Fall (rot) und im Fall der bekannten, aber nicht
durchgefiihrten Korrektion b (oben fir » < 0: blau; unten fur 5 > 0: grtn). Im oberen Teil sind
die fiir eine gewahlte Uberdeckungswahrscheinlichkeit anzugebenden Intervalle fiir die beiden

Falle dargestellt.
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