
Alexander Bender1 (1998) 
Amin Thainat2 (1998)
1 Humboldt Universität zu Berlin 
2 Freie Universität Berlin
10117 Berlin

Eingang der Arbeit:
11.11.2017

Arbeit angenommen:
24.12.2017

DIE JUNGFORSCHERVon Würfeln  
und Partitionen
BEST-OF-SUMMENVERTEILUNG BEI 
BELIEBIGEN WÜRFELN UND PARTITIONEN 
NATÜRLICHER ZAHLEN 

In dieser Arbeit werden Würfe mit n a-seitigen Laplacewürfeln 
betrachtet, bei denen mit den k größten Würfeln die Summe 
gebildet wird. Die Wahrscheinlichkeit, dabei eine bestimmte 
Summe zu erzielen, wird mit pa,n,k (s) bezeichnet. Für den 
Ausdruck wird eine Formel ermittelt, die auf den Partitionen 
natürlicher Zahlen beruht. Die Partitionen werden ebenfalls 
untersucht und schließlich werden über den Spezialfall k = n 
einige Verbindungen zwischen den Partitionen und dem 
Pascal'schen Dreieck gefunden, was eine interessante 
Brücke innerhalb der diskreten Mathematik ist.
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2. Grenzfälle

2.1 Fall s = k 

Der Fall s = k tritt genau dann ein, wenn 
alle Würfel die Augenzahl 1 zeigen. 
Denn würde ein Würfel eine Augen-
zahl größer als 1 zeigen, so würde dieser 
auch zu den k größten Würfeln gehören 
und die Summe s wäre größer als k. 

Bei n Würfeln mit a Augenzahlen von 
1 bis a ergeben sich bekanntermaßen an 
mögliche verschiedene Würfe. Das ist 
so, da die Augenzahlen eine geordnete 
Menge von Werten darstellen, bei de-
nen Wiederholungen zugelassen sind. 
Das entspricht einer Variation mit Wie-
derholung, bei der n Objekte auf a Plät-
ze verteilt werden. Der Fall, dass alle 
Würfel die Augenzahl 1 zeigen, tritt 
dabei nur einmal auf, das bedeutet für 
pa, n, k  (s = k):

pa, n, k(s = k) =
1
an (1)

 
(1)

2.2 Fall s = a ∙ k

Der Fall s  =  a  ∙  k tritt genau dann ein, 
wenn k oder mehr Würfel die Augen-
zahl a zeigen. Zeigen weniger als k Wür-
fel die Augenzahl a, zum Beispiel k – 1, 
so wäre die maximal mögliche Sum-
me nur s = (k – 1) ∙ a + (a – 1) = a ∙ k – 1. 
Wenn mehr als k Würfel die Augenzahl 
a zeigen, ändert sich an der Gesamtsum-
me der k größten nichts. Es muss daher 
die Anzahl aller möglichen Variationen 
mit Wiederholung, bei der k oder mehr 
Würfel die Augenzahl a zeigen, berech-
net werden.

Wenn exakt i Würfel die Augenzahl a 
zeigen, so gibt es für die restlichen n – i 
Würfel noch (a  –  1)n  –  i  ∙   mögliche 
Verteilungen. Das ergibt sich daraus, 
dass diese n – i Würfel maximal die Au-
genzahl a – 1 haben. Damit erhält man 
(a – 1)n – i Variationen. Die Würfel kön-
nen nun auf die verbleibenden n – i Plät-
ze mit  Kombinationen verteilt wer-
den. Die Verteilung der i Würfel mit 
Augenzahl a ergibt sich damit automa-

Das sortierte Ergebnis des Wurfes sei 
1; 2; 5; 5; 6.

Nach dem Auswählen der k größten 
(hier: k = 3) erhält man die Menge der 
für die Summe vorgemerkten Zahlen 
5; 5; 6.

Es ergibt sich die Summe 
s = 5 + 5 + 6 = 16.

Ziel ist es nun, eine Formel zu finden, 
die für beliebige Werte von a, n und k 
die Wahrscheinlichkeit pa, n, k  (s) angibt, 
dass eine bestimmte Summe s erzielt 
wird.

1. Hinführung zur 
Problemstellung

Wir betrachten Würfe mit folgen-
den Variablen und daraus resultieren-
den Eigenschaften: n ist die Anzahl der 
Würfel, die wir in einem Zufallsexpe-
riment betrachten. Dabei betrachten 
wir Laplacewürfel, das heißt, es wer-
den alle „Seiten“ des Würfels mit dersel-
ben Wahrscheinlichkeit geworfen. a ist 
die höchstmögliche Augenzahl, die der 
Würfel zeigen kann, das bedeutet, dass 
die Seiten der Würfel von 1 bis a durch-
nummeriert sind. Dabei hat ein klas-
sischer Würfel W6 bekanntermaßen 6 
Seiten. Für den W6 gilt daher a = 6. Des 
Weiteren gibt es die Variable k, die die 
Anzahl der ausgewählten Würfel be-
zeichnet.

Zur Veranschaulichung betrachte man 
folgendes Beispiel: Sei a = 6, n = 5, k = 3.

Zunächst wird gewürfelt.
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schiedene mögliche Würfe. Dabei gibt es 

(6  –  1)4  –  2  ∙  ( 2)  =  150 mögliche Würfe 
mit 2 Würfeln mit Augenzahl 6. Wei-
ter gibt es (6  –  1)4  –  3  ∙  ( 3)  =  20 Würfe 
mit 3 Würfeln mit Augenzahl 6 und 
(6 – 1)4 – 4 ∙ ( 4) = 1 Wurf mit 4 Würfeln 
mit Augenzahl 6. Bei diesem Wurf zei-
gen alle Würfel die Augenzahl 6. Ent-
sprechend dazu, dass es nur einen Wurf 
gibt, bei dem alle Würfel die Augen-
zahl  1 zeigen, gibt es auch nur einen 
Wurf, bei dem alle Würfel die Augen-
zahl 6 zeigen. 150 + 20 + 1 = 171 ist da-
her die Anzahl aller möglichen Würfe, 
bei denen s  =  a  ∙  k  =  12 beträgt. Es ist 
daher p6, 4, 2 (12) =   ≈ 13,2 %. (In etwa 
13,2 % der Fälle erhält man folglich bei 
gegebenem a, n und k die Summe 12).

Beispiel a = 6, n = 2, k = 2, s = 11 

Mit 2 Würfeln ergeben sich 62 = 36 ver-
schiedene mögliche Würfe. Dabei gibt 
es ( ) = 2 Möglichkeiten, den einen 
Würfel mit Augenzahl 6 zu platzieren. 
Für den zweiten Würfel, der maximal 
Augenzahl 5 haben darf, gibt es dem-
nach 51 mögliche Werte, die er anneh-

tisch, sie werden einfach auf die verblei-
benden i Plätze gesetzt.

Nun darf i, wie erklärt, alle Werte zwi-
schen k und n annehmen. Damit ergibt 
sich als Gesamtzahl der für den Fall 
s = a ∙ k günstigen Fälle:

Formel (2)

Um die entsprechende Wahrscheinlich-
keit zu erhalten, muss die Anzahl der 
günstigen Fälle durch die Anzahl der 
möglichen Fälle geteilt werden. Diese 
entspricht an. Folglich ergibt sich:

Formel (3)

Für die Umformung haben wir den Bi-
nomischen Lehrsatz und die Symmetrie 
des Pascal’schen Dreiecks verwendet:

an =
n

∑
i=0

(a − 1)i ·
(

n
i

)

=
n

∑
i=0

(a − 1)n−i ·
(

n
i

)
 (4)

2.3 Fall s = a ∙ k – 1

Der Fall s = a ∙ k – 1 tritt genau dann ein, 
wenn k – 1 Würfel die Augenzahl a zeigen 
und mindestens ein Würfel die Augen-
zahl a – 1. Zeigen mehr Würfel die Au-
genzahl a, liegt der Fall s = a ∙ k vor. Zeigen 
weniger, z. B. k – 2 Würfel, die Augenzahl 
a, so ist die maximal mögliche Summe  
(k –2) ∙ a + 2 ∙ (a – 1) = a ∙ k – 2. Wenn dar-
über hinaus alle weiteren n – (k – 1) Wür-
fel maximal die Augenzahl a – 2 zeigen, 
so ist auch hier die maximal mögliche 
Summe (k – 1)  ∙ a + (a – 2) = a  ∙ k – 2,  
deshalb muss mindestens einer der ver-
bleibenden n – (k – 1) Würfel den Wert 
a – 1 zeigen.

Die Anzahl der Möglichkeiten k  –  1 
Würfel auf n Felder zu verteilen beträgt

. Um die restlichen Würfel zu ver-
teilen, gibt es insgesamt (a  –  1)n  –  (k  –  1) 
Möglichkeiten, von denen jedoch noch 
diejenigen abgezogen werden müs-

sen, die nur Würfel mit maximalem 
Wert a  –  2 zeigen. Deren Anzahl ent-
spricht (a – 2)n – (k – 1). Insgesamt ist daher  
pa, n, k (s = a ∙ k – 1): 

Formel (4)

3. Veranschaulichung 
der Formeln

Um die Formeln zu veranschaulichen, 
wollen wir nun drei Beispiele betrach-
ten. Wir verwenden dazu den klassi-
schen Würfel mit a  =  6. Anschließend 
erklären wir unsere Simulation, um die 
Formeln auf ihre Richtigkeit zu über-
prüfen. 

Beispiel a = 6, n = 3, k = 2, s = 2 

Mit 3 Würfeln ergeben sich 63 = 216 ver-
schiedene mögliche Würfe. In nur ei-
nem davon zeigen alle Würfel die Au-
genzahl 1. Die Wahrscheinlichkeit, für 
s = k = 2 ergibt damit p6, 3, 2 (2) =  .

Beispiel a = 6, n = 4, k = 2, s = 12 

Mit 4 Würfeln ergeben sich 64 = 1296 ver-

pa, n, k(a · k − 1) =
( n

k−1) ·
[
(a − 1)n−(k−1) − (a − 2)n−(k−1)

]

an (3)

Formel (5)

n
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i=k

(a − 1)n−i ·
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n
n − i

)
=

n
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i=k

(a − 1)n−i ·
(

n
i

)

Formel (2)

pa, n, k(s = a · k) =
∑n

i=k(a − 1)n−i · (n
i )

an

=
an − ∑k−1

i=0 (a − 1)n−i · (n
i )

an (2)

Formel (3)
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trachtung des Problems eine Möglich-
keit auf, Rechenaufwand einzusparen.

Betrachten wir dafür beispielhaft einen 
Fall mit a = 6, n = 3 und k = 2. Eine Mög-
lichkeit ist, dass die Würfel die Augen-
zahlen 1, 2 und 3 zeigen. Da man drei 
paarweise verschiedene Elemente auf 
3!  =  6 verschiedene Weisen anordnen 
kann, ergeben sich aus diesen drei Au-
genzahlen auch 6 verschiedene Variati-
onen in der Gesamtzahl der Würfel an. 
Jedoch ist für alle Fälle, da k = 2 ist, die 
Summe s = 5. Wenn wir jedoch {1; 2; 3} als 
Kombination auffassen, so kommt diese 
nur einmal vor. Dabei müssen wir Kom-
binationen mit Wiederholung zulassen, 
da natürlich auch Wurfkombinationen 
wie {1; 2; 2} möglich sind. Die Anzahl der 
Kombinationen mit Wiederholung für n 
Würfel mit a Augen entspricht ( ). 
Wir erhalten so eine deutliche Rechen-
aufwandsersparnis. Dies wird in der Ta-
belle 1 für festes a = 3 und n von 1 bis 10 
betrachtet. Dabei wird der Anteil des Re-
chenaufwandes, der bei der beschriebe-
nen Methode im Vergleich zum reinen 
Abzählen benötigt wird, über n aufge-
tragen.

Es muss dabei berücksichtigt werden, 
dass die Summe, die sich aus einer Kom-
bination ergibt, genauso oft abgezählt 
wird, wie sie in der Menge der Varia-
tionen vorkommt. Eine Kombination 
zeichnet sich im Gegensatz zu einer Va-
riation dadurch aus, dass sie ein Zahlen-
tupel ungeordnet betrachtet. Daher ent-
spricht die Anzahl der Variationen zu 
einer Kombination der Anzahl der paar-
weise verschiedenen Permutationen der 
Kombination. Wenn alle n Elemente in 
einer Kombination paarweise verschie-
den sind, so gibt es zu dieser Kombinati-
on n! Variationen. Jedoch sind, wie oben 
genannt, auch Wiederholungen mög-

men kann. Somit ergeben sich zunächst 
die folgenden 10 Würfe:

Formel (6)

Betrachtet werden sollen allerdings nur 
die Würfe {{6; 5},{5; 6}}. Es muss daher 
die Anzahl der (6 – 2 ) ) ∙ ( ) = 8 
Würfe, bei denen der zweite Würfel 
eine Augenzahl maximal 4 zeigt, von 
den 10 ursprünglichen Würfen abge-
zogen werden. Es ergibt sich die Wahr-
scheinlichkeit p6, 2, 2 (11) =   . So beträgt 
die Wahrscheinlichkeit beispielswei-
se im Würfelspiel „Die Siedler von Ca-
tan“, das mit 2 Sechser-Würfeln gespielt 
wird, eine Summe von 11 zu erhalten 

 ≈ 5,6 %.

4. Programm zur 
Überprüfung

4.1 Programm

Wir möchten unsere Formeln für noch 
mehr Fälle überprüfen und haben dazu 
ein Programm geschrieben. Dieses 
kann durch geschicktes Abzählen die 
tatsächlichen Wahrscheinlichkeiten be-
rechnen. Die Problematik besteht darin, 
dass die Anzahl aller möglichen Würfe 
für gegebenes a und n, an, mit der An-
zahl der Würfel exponentiell steigt. Da-
mit erreicht der Rechenaufwand schnell 
Dimensionen, die auch die Möglich-
keiten von leistungsfähigen Rechnern 
übersteigen. Jedoch fällt bei genauer Be-

{{1; 6} , {2; 6} , {3; 6} , {4; 6} , {5; 6} , {6; 1} , {6; 2} , {6; 3} , {6; 4} , {6; 5}}

Formel (6)

Tab. 1: Rechenaufwandsverkürzung 
 

n Anteil des Rechenaufwandes =   in %

 1 100,0

2 66,7

3 37,0

4 18,5

5 8,6

6 3,8

7 1,6

8 0,7

9 0,3

10 0,1
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ombi> am Ende einer der (a, n, k)-Kom-
binationen alle möglichen Kombinatio-
nen genau einmal vor. 

Wie werden nun diese Kombinationen 
abgezählt? Eine Kombination hat die 
Länge n. Wir starten dabei stets für je-
des n mit der Kombination . 
Die nächsten Kombinationen erhalten 
wir, indem wir die letzte Stelle in dieser 
Kombination von 1 bis zum Wert a er-
höhen. Anschließend wird die (n – 1)-te 
Stelle der Kombination auf den Wert 2 
erhöht, die n-te Stelle wird jedoch nicht 
auf 1 reduziert, sondern auf 2, da man 
sonst offensichtlich eine Kombination 
erhalten würde, die bereits abgezählt 
wurde. Nun wird die (n – 1)-te Stelle bei 
2 festgehalten, während die n-te Stelle 
von 2 bis a hochzählt. Daraufhin wird 
die (n – 1)-te Stelle auf 3 erhöht und die 
n-te Stelle läuft entsprechend von 3 bis 
a, dies wird solange wiederholt, bis die 
(n – 1)-te Stelle bei a angelangt ist. Dar-
aufhin wird die (n – 2)-te Stelle auf 2 ge-
setzt und die (n  –  1)-te Stelle und n-te 
Stelle ebenfalls auf 2, äquivalent zu dem 
davor. Das Verfahren läuft so weiter, bis 
schließlich die Kombination  
erreicht ist.

kommen, hat <aktnkombicount> genau 
a  Stellen. Kommt in <aktnkombi> das 
Element 3 viermal vor, so ist <aktnk-
ombicount>[3] = 4. Vereinfachend wird 
hier angenommen, dass das Element a 
am Index a des Arrays steht, tatsächlich 
jedoch an der Stelle a  –  1, da ein Ar-
ray bei Index 0 beginnt. Da <aktnkom-
bi> zunächst mit n Elementen des Wer-
tes 1 überschrieben wurde, steht nach 
dem ersten Auszählen an der 1.  Stelle 
von <aktnkombicount> der Wert n und 
an allen anderen Stellen der Wert 0. An-
schließend wird <aktnkombi> sortiert 
und die k größten Werte aufsummiert, 
die Summe heißt <sumk>. Um nun zu 
bestimmen, wie oft diese Summe bei 
der aktuellen Kombination von Wer-
ten aus <aktnkombi> vorkam, muss be-
stimmt werden, wie viele verschiedene 
Permutationen aus den vorhandenen 
Werten gebildet werden können. Die-
se Anzahl wird durch den Term  
angegeben. Dabei ist nun i  =  a. Die 
j-te Stelle in <aktnkombicount> ent-
spricht dann genau nj. Für jede mögli-
che Permutation wird <sumk> einmal 
in <listofsums> eingetragen. Anschlie-
ßend muss die nächste mögliche Kom-
bination von Würfelzahlen für die ak-
tuelle (a, n, k)-Kombination bestimmt 
werden. Dadurch kommen in <aktnk-

lich. Wenn man in einer Kombination 
n Elemente hat, von denen i voneinan-
der verschieden sind, so entspricht die 
Anzahl der Permutationen . Da-
bei entspricht nj der Häufigkeit des j-ten 
Elements (in den n Elementen). Das 
Programm funktioniert nun wie im fol-
genden Abschnitt beschrieben. (Das 
Programm und der Programmcode sind 
einsehbar unter [4])

4.2 Algorithmus

Gerechnet wird nicht für eine bestimm-
te (a, n, k)-Kombination, sondern für eine 
Menge dieser. Dabei wird ein Start- und 
Endwert für a und für n angegeben. Für 
jedes a und n läuft k durch die natür-
lichen Zahlen von 1 bis zum aktuellen 
Wert von n. Werden als Startwert <star-
ta> und <startn> für a und n jeweils 1 
und als Endwerte <enda> und <endn> je-
weils 6 angegeben, so werden alle Wahr-
scheinlichkeiten für alle Kombinationen 
mit a ∈ [1; 6], n ∈ [1; 6] a, n ∈ ℕ berechnet. 
Dabei läuft k wie beschrieben jeweils von 
1 bis zum aktuellen Wert von n.

Zu Beginn wird eine Liste <listofsums> 
initialisiert, die während einer konkre-
ten (a, n, k)-Kombination alle errechne-
ten Summen speichert. Das Programm 
beinhaltet kopfgesteuerte, geschachtel-
te Schleifen, welche zunächst die Vari-
able a für die Werte <starta> bis <enda> 
durchlaufen. Innerhalb dieser Schlei-
fe läuft eine Schleife für n von <startn> 
bis <aktnkombi> und innerhalb dieser 
Schleife läuft die Variable k von 1 bis 
zum aktuellen Wert von n.

Weiter werden zwei Integerarrays ini-
tialisiert. Das erste, <aktnkombi>, hat 
die Länge n und wird zunächst an je-
der Stelle mit dem Wert 1 überschrie-
ben. In diesem Array sollen während ei-
ner konkreten (a, n, k)-Kombination alle 
möglichen Kombinationen mit Wieder-
holung der Würfel durchlaufen werden. 
Das zweite, <aktnkombicount>, hat die 
Länge a. Es dient dazu auszuzählen, 
wie häufig ein bestimmtes Element in 
<aktnkombi> vorkommt. Da in <aktnk-
ombi> nur Werte zwischen 1 und a vor-
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Abb. 1: Verteilung der absoluten Häufigkeiten für a = 6 und k = n = 5
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Wenn schlussendlich alle geforderten 
a und n durchgelaufen sind, werden 
die ausgezählten Ergebnisse in einer 
CSV-Tabelle dargestellt. Diese beinhal-
tet für jede (a, n, k)-Kombination die 
ausgezählten Summen. Wahlweise kann 
man das Ergebnis als relative Werte, das 
heißt jeweils geteilt durch an, oder als 
absolute Werte ausgeben. Wir geben im 
Folgenden beispielhaft einen Ausschnitt 
einer solchen Tabelle für a = 6 und n = 5 
an. Die Summen stehen in der zweiten 
Spalte, die weiteren Spalten sind die ab-
soluten Häufigkeiten der geworfenen 
Werte für k = 1 bis k = 5. Um die rela-
tiven Werte zu erhalten, muss man je-
weils durch an = 65 teilen.

Nun können wir auch die Wahrschein-
lichkeit für den im Anfangsbeispiel 
in Kapitel 1 beschriebenen Fall ange-
ben. Wir betrachten dazu in der Spal-
te für k = 3 die Zeile für s = 16 und fin-
den, dass p6, 5, 3  (16)  =    ≈  2,00 % ist. 
Das heißt, dass die Summe 16 mit einer 
Wahrscheinlichkeit von etwa 2 % ge-
worfen wird, wenn man 5 W6 wirft und 
die 3 größten aufsummiert.

Wir stellen in Abb. 1 die absoluten Häu-
figkeiten für a  =  6 und k  =  n  =  5 gra-
fisch dar.

Die Verteilung für k  =  n sieht einer 
Gaußkurve sehr ähnlich. Anhand des 
Zentralen Grenzwertsatzes kann man 
sich diese Eigenschaft der Kurve gut 
plausibilisieren. Wir möchten jedoch 
zunächst die allgemeine Formel für 
pa, n, k   (s) herleiten und anschließend in 
Kapitel 7.2, ausgehend von dieser For-
mel, noch einmal auf den konkreten 
Fall k = n zurückkommen.

5. Die allgemeine Formel

5.1 Von der Summendarstellung 
zu den Partitionen

Anhand der gefundenen Werte für die 
Wahrscheinlichkeiten kann man nun 
die bereits aufgestellten Formeln über-
prüfen. Nun war das Ziel jedoch, nicht 
nur die Grenzfälle ausrechnen zu kön-

Tab. 2: Absolute Häufigkeiten für a = 6 und n = 5
 

   s          k 1 2 3 4 5

1 1 0 0 0 0

2 31 1 0 0 0

3 211 5 1 0 0

4 781 31 5 1 0

5 2101 80 15 5 1

6 4651 211 41 15 5

7 0 405 90 35 15

8 0 776 170 71 35

9 0 1200 296 130 70

10 0 1696 470 215 126

11 0 1845 665 325 205

12 0 1526 881 456 305

13 0 0 1055 595 420

14 0 0 1155 725 540

15 0 0 1111 825 651

16 0 0 935 876 735

17 0 0 610 865 780

18 0 0 276 795 780

19 0 0 0 670 735

20 0 0 0 511 651

21 0 0 0 345 540

22 0 0 0 200 420

23 0 0 0 90 305

24 0 0 0 26 205

25 0 0 0 0 126

26 0 0 0 0 70

27 0 0 0 0 35

28 0 0 0 0 15

29 0 0 0 0 5

30 0 0 0 0 1

Mathematik | Seite 6
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Werte 3, 4 bzw. 5 zeigen. Für eine kon-
krete Darstellung und einen Maximal-
wert der verbleibenden Würfel haben 
wir in Kapitel 2.3 eine Formel für die 
Wahrscheinlichkeit bestimmt. Für die 
Darstellung s = 6 + 6 + 3 zeigen genau 2 
Würfel den Wert 6, ein Würfel den Wert 
3 und n – 3 Würfel eine Augenzahl, die 
maximal 3 beträgt. Für allgemeines a 
und k zeigen daher k  –  1 Würfel den 
Wert a, ein Würfel den Wert a – 3 und 
n  –  k Würfel eine Augenzahl, die ma-
ximal a – 3 beträgt. Überträgt man das 
auf die Formel (3) so findet man:

Formel (7)

Die Punkte am Ende der Gleichung ste-
hen dafür, dass noch ein Teil ergänzt 
werden muss, der sich aus den Darstel-
lungen s = 6 + 5 + 4 und s = 5 + 5 + 5 
bzw. für allgemeines a und k 

s =   + (a – 1) + (a – 2)

und

s =   + (a – 1) + (a – 1) + (a – 1) 

ergibt.

Diese lassen sich nun auf ähnliche Wei-
se leicht lösen. Betrachten wir die Sum-
mation 6 + 5 + 4, so finden wir, dass es 

nen, sondern die Wahrscheinlichkeit 
für jede mögliche Summe zu bestim-
men. Dafür werden wir im Folgenden 
das für die Grenzfälle in Kapitel 2.3 
verwendete Verfahren zur Wahrschein-
lichkeitsbestimmung erweitern. Da die 
Konzepte nun noch abstrakter werden, 
betrachten wir dazu zunächst – der An-
schaulichkeit halber – einen Spezial-
fall des allgemeinen Falls s =  a  ∙ k – b. 
Sei dafür a = 6, n beliebig n ≥ 3, k = 3, 
b = 2 und daher s = 16. Die Möglichkei-
ten, die 16 aus drei W6 zu erhalten, sind 
6 + 6 + 4 und 6 + 5 + 5. Dabei dürfen 
für die Kombination 6 + 6 + 4 die wei-
teren Würfel maximal den Wert 4 ha-
ben, für die Kombination 6 + 5 + 5 dür-
fen die weiteren Würfel maximal den 
Wert 5 zeigen. Für b = 3 ergeben sich die 
möglichen Darstellungen von s = 15 zu 
6 + 6 + 3, 6 + 5 + 4 und 5 + 5 + 5, wobei 
die weiteren Würfel entsprechend ma-
ximal 3, 4 oder 5 Augen zeigen dürfen.

Andererseits kann man diese Summen-
darstellungen auch als Partitionen von 
b betrachten, wobei jeweils betrachtet 
wird, welcher Wert von 6 bei den drei 
größten, d. h. ausgewählten, Würfeln 
abgezogen wurde. Als Partition einer 
natürlichen Zahl fassen wir eine Zer-
legung dieser Zahl in natürliche Sum-
manden auf. Für b = 2 gibt es zwei Par-
titionen 2 = 1 + 1 und 2 = 2. Für b = 3 
lassen sich drei Partitionen finden: 
3 = 1 + 1 + 1, 3 = 1 + 2 und 3 = 3. Die-
se Partitionen passen offensichtlich mit 
den Darstellungen von s zusammen. 
Die Zusammenhänge sind in Tab. 3 il-
lustriert.

Es ist bekannt, dass für b = 4 fünf Parti-
tionen existieren, worauf wir in Kapitel 
6 genauer zurückkommen. Diese sind 
4 = 1 + 1 + 1 + 1, 4 = 3 + 1, 4 = 2 + 2, 
4 = 2 + 1 + 1, 4 = 4. Bis auf die erstge-
nannte Partition lassen sich zu den an-
deren entsprechende Darstellungen 
von s = 14 finden. Es sind die folgenden 
s = 6 + 5 + 3, s = 6 + 4 + 4, s = 5 + 5 + 4 
und s = 6 + 6 + 2. Offensichtlich setzt die 
Anzahl der Summanden in einer Parti-
tion von b dem Prinzip eine Grenze. Es 
fällt außerdem auf, dass für b  =  6 die 

Partition 6  =  6 keine Darstellung von 
s = 12 zulässt, da in dieser Darstellung 
ein Würfel und auch alle n – k weiteren 
den Wert 0 zeigen müssten. Diese Be-
grenzung ist offensichtlich durch a ge-
setzt, denn a maximiert die Augenzahl 
von der abgezogen werden darf. Anders 
ausgedrückt heißt das, dass a die maxi-
male Größe eines Summanden in einer 
Partition beschränkt.

Offensichtlich ist, dass für b > (a – 1) ∙ k 
keine verwendbaren Partitionen mehr 
gefunden werden können, da in diesem 
Fall s < k wird. Für alle b ∈ [1; (a – 1) ∙ k] 
und damit für alle möglichen s außer 
s = a ∙ k (für diesen Fall existiert jedoch 
bereits die geschlossene Formel  (2)) 
können jedoch entsprechende Partiti-
onen zu den möglichen Darstellungen 
von s aus k Summanden gefunden wer-
den.

5.2 Anwendung der Partitionen 
auf ein konkretes Beispiel

Kehren wir nun zu den entsprechen-
den Darstellungen von s zurück und be-
leuchten den oben beschriebenen Fall 
(a = 6, n = 5 und k = 3) für s = 15 bzw. 
b = 3 einmal genauer. Für die drei mög-
lichen Darstellungen 15  =  6  +  6  +  3, 
15 = 6 + 5 + 4 und 15 = 5 + 5 + 5 dürfen 
die weiteren n – 3 Würfel maximal die 

Tab. 3: Partition und Summendarstellung
 

Partition von b Summendarstellung von s

2 = 1 + 1
2 = 2

16 = 6 + 5 + 5
16 = 6 + 6 + 4

3 = 1 + 1 + 1
3 = 1 + 2

3 = 3

15 = 5 + 5 + 5
15 = 6 + 5 + 4
15 = 6 + 6 + 3

pa, n, k(s = a · k − 3) =
( n

k−1) ·
[
(a − 3)n−(k−1) − (a − 4)n−(k−1)

]

an +···

Formel (7)
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a und k die Menge der zu verwendenden 
Partitionen einschränken. Wenn jedoch 
eine Partition gefunden ist, so lässt sich 
damit stets der Anteil der gesuchten 
Wahrscheinlichkeit bestimmen. All-
gemein formuliert geht man dabei wie 
folgt vor.

Gegeben seien a, n, k und s, damit ergibt 
sich b = a ∙ k – s. Weiter nehmen wir an, 
wir haben alle Partitionen von b gefun-
den, sodass die maximale Anzahl der 
Summanden der Partition kleiner gleich 
k ist und die maximale Größe aller Sum-
manden kleiner als a ist. Seien nun die-
se Partitionen b-Tupel der Form (λi )i = 1...b. 
Dabei gibt λi an, wie oft der Summand i 
in der Partition vorkommt, sodass 

b =
b

∑
i=1

λi i   (11)

folgt.

Insgesamt ergibt sich damit für 
pa, n, k  (s = a ∙ k – 3):

Formel (10)

Hierbei sind wir allerdings davon aus-
gegangen, dass sowohl a  >  3 als auch 
k  ≥  3 sind, denn sonst würden einige 
der Summanden, genauer diejenigen, 
bei denen durch entsprechende Wahl 
von a und k negative Zahlen auftau-
chen, falsche Wahrscheinlichkeiten in 
die Summation bringen. Dies hängt da-
mit zusammen, dass diese Partitionen 
dann nicht mehr die durch a und k ein-
geschränkten Eigenschaften erfüllen.

5.3 Verallgemeinerung des 
Partitionsprinzips und 
die allgemeine Formel

Wie gezeigt, lassen sich anhand gegebe-
ner Partitionen stets die Wahrschein-
lichkeiten berechnen. Dabei muss 
beachtet werden, dass – wie erklärt – 

5 (für n = 5 und k = 3) beziehungsweise 
allgemein  Möglichkeiten gibt, den 
Würfel mit Wert a auf einen der n Plät-
ze zu legen. Weiter bleiben  Mög-
lichkeiten, den Würfel mit Wert a  –  1 
auf den verbleibenden n – (k – 2) Plätzen 
zu platzieren. Für die restlichen Würfel 
gibt es nun analog zu den bisher gesehe-
nen Fällen (a – 2)n – (k – 1) – (a – 3)n – (k – 1) 
Möglichkeiten. So ergibt sich als zweiter 
Teil der Formel:

Formel (8)

Weiter ergibt sich für den letzten Teil 
der Formel der folgende Ausdruck:

Formel (9)

In der Klammer müssen wir über die 
Potenzen von a  –  2 aufsummieren, da 
der Würfel (a  –  1) dreimal vorkommt 
und deshalb alle Würfe aussortiert wer-
den müssen, bei denen dieser Würfel-
wert höchstens 2 Mal vorkommt.

pa, n, k(s = a · k − 3) =
( n

k−2) · (
n−(k−2)

1 )
[
(a − 2)n−(k−1) − (a − 3)n−(k−1)

]

an +···

Formel (8)

pa, n, k(s = a · k − 3) =
( n

k−3) ·
[
(a − 1)n−(k−3) − ∑2

i=0(a − 2)n−(k−3)−i · (n
i )
]

an +···

Formel (9)

pa, n, k(s = a · k − 3) =
( n

k−3) ·
[
(a − 1)n−(k−3) − ∑2

i=0(a − 2)n−(k−3)−i · (n
i )
]

an +

( n
k−2) · (

n−(k−2)
1 ) ·

[
(a − 2)n−(k−1) − (a − 3)n−(k−1)

]

an +

( n
k−1) ·

[
(a − 3)n−(k−1) − (a − 4)n−(k−1)

]

an (4)

Formel (10)
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lichkeit, den eine bestimmte Partition 
(λi)i = 1...b mit b = a  ∙ k – s = ∑   λi  ∙  i, 
λ0 = k – ∑  λi, λi = 0 für alle 

i∈N,  a  ≤  i  ≤  b und ∑   λi  ≤  k für alle 
möglichen s außer s = a ∙ k ausmacht:

Formel (16)

Um die gesamte Wahrscheinlichkeit zu 
bestimmen, muss man nun alle Teil-
wahrscheinlichkeiten der Partitionen 
von b, die die einschränkenden Bedin-
gungen durch a und k erfüllen, berech-
nen und diese aufaddieren.

Die Formel funktioniert so nun auch für 
s = a ∙ k, wenn man als Pseudo-Partition 
von b = 0 λ0 wie oben als λ0 = k – ∑  λi 
definiert und so λ0  =  k wird. Dann ist 
imax = 0. Einsetzen dessen ergibt die For-
mel (2).

Weiter definieren wir 

Formel (12)

was eine sinnvolle Definition ist, wie 
wir später sehen werden. 

Die einschränkenden Bedingun-
gen durch a und k sind somit 
λi = 0∀i∈N, a ≤ i ≤ b und 

∑  λi  ≤  k, womit auch der „sonst“-Fall 
für λ0 überflüssig wird. Mit dem oben 
beschriebenen Verfahren finden wir nun 
den zu der Partition gehörenden Wahr-
scheinlichkeitssummanden wie folgt:

Zunächst muss das größte i für λi ≠ 0 ge-
funden werden, sei dieses imax. Für alle 
weiteren i < a betrachten wir die λi, d. h. 
alle λi mit i∈N, i < imax und i < a.

(Beispiel: b = 3 und wir betrachten die 
Partition 1  +  2, dann ist imax  =  2 und 
λimax

  =  1. Bezogen auf das obige Bei-
spiel mit a = 6, n = 5 und k = 3, muss 
für s = a ∙ k – b = 15 die zur Partition ge-
hörende Summation 15 = 6 + 5 + 4 ge-
wählt werden. a – imax = 4 ist der kleins-
te Summand in der Summation, der 
schlussendlich die verbleibenden Fel-
der belegen wird, nachdem alle größe-
ren Würfel platziert sind.)

Die Binomialkoeffizienten aus der For-
mel ergeben sich dann aus λi,  i  <  imax, 
i < a. Konkret sind die Binomialkoeffi-
zienten das folgende Produkt:

Formel (13)

Da λ0  =  k  –  ∑   λi definiert war und 
∀z∈N mit z∈[imax + 1; b], λz = 0, ergibt sich:

Formel (14)

Nun wird ersichtlich, weshalb die obi-
ge Definition von λ0 geschickt gewählt 
war. Denn so ist λ0 genau die Anzahl der 
Würfel mit Wert a in einer bestimmten 
Summation. Zudem vereinfacht sich so 
der Term erheblich.

Nun muss noch der Faktor hinzu multi-
pliziert werden, der die Würfel mit Wert 
a – imax platziert. Dieser ergibt sich ana-
log zum obigen Fall zu

Formel (15)

Damit ist die abschließende allgemeine 
Formel für den Anteil der Wahrschein-

λ0 =

{
k − ∑b

i=1 λi, für
(

k − ∑b
i=1 λi

)
≥ 0, bzw. ∑b

i=1 λi ≤ k

0, sonst
,

Formel (12)

n!

(n − ∑imax−1
z=0 λz)! · ∏imax−1

j=0 λj!
=

n!

(n − k + λimax )! · ∏imax−1
j=0 λj!

Formel (14)

(
n
λ0

)
·
(

n − λ0

λ1

)
·
(

n − λ0 − λ1

λ2

)
· ··· ·

(
n − ∑imax−2

u=0 λu

λ(imax−1)

)
=

n!

(n − ∑imax−1
z=0 λz)! · ∏imax−1

j=0 λj!

Formel (13)

(a − imax)
n−(k−λimax ) −

(λimax )−1

∑
z=0

(a − (imax + 1))n−(k−λimax )−z
(

n − (k − λimax )

z

)

Formel (15)
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Nun sind wir für diese Formel davon 
ausgegangen, dass wir alle Partitio-
nen einer bestimmten natürlichen Zahl 
kennen. Im folgenden Kapitel werden 
wir erläutern, wie diese Partitionen er-
mittelt werden können.

6. Partitionen natürlicher 
Zahlen

Die in Kapitel 5.1 eingeführten Partiti-
onen natürlicher Zahlen lassen sich re-
kursiv bestimmen. Das Prinzip basiert 
darauf, dass die Zahl n durch die Zah-
len 1 bis n – 1 darstellbar ist, indem man 
jeweils den fehlenden Restbetrag ad-
diert. Die Zahl 1 hat offensichtlich nur 
eine Partition (1 = 1). Die Zahl 2 hat je-
doch bereits zwei Partitionen (2  =  2, 
2 = 1 + 1). Betrachten wir nun die Zahl 3 
mit den Partitionen 3 = 3, 3 = 2 + 1 und 
3 = 1 + 1 + 1, so erkennt man eine Re-
gelmäßigkeit. Zunächst existiert zu je-
der natürlichen Zahl die triviale Parti-
tion n = n. Nun lassen sich die weiteren 
Partitionen der Zahl 3 aus den beiden 

Partitionen der Zahl 2 gewinnen, indem 
jeweils eine 1 addiert wird, bzw. aus der 
Partition für die Zahl 1, zu der eine 2 
addiert werden muss. Für die 4 gibt es 5 
Partitionen, (4 = 4, 4 = 3 + 1, 4 = 2 + 2, 
4 = 2 + 1 + 1, 4 = 1 + 1 + 1 + 1). Auch die-
se Partitionen lassen sich finden, indem 
man auf die bereits gefundenen Partiti-
onen den jeweils fehlenden Restbetrag 
addiert. Zu zeigen wäre nun, dass mit 
diesem Verfahren tatsächlich alle Parti-
tionen gefunden werden.

Beweis per Induktion:
Der Induktionsanfang ist gezeigt, da 
die Zahl 1 offensichtlich nur die triviale 
Partition 1 = 1 besitzt.

Die Induktionsvoraussetzung lautet, 
dass alle Partitionen der Zahlen von 1 
bis n gefunden sind.

Betrachten wir nun für den Induktions-
schritt die Partitionen der Zahl n  +  1. 
Abgesehen von der trivialen Partition 
n  +  1  =  n  +  1 bestehen diese Partitio-

nen offensichtlich nur aus den natürli-
chen Zahlen von 1 bis n. Die Partitionen 
von n  +  1 bestehen folglich bis auf die 
genannte Ausnahme aus Summen von 
Partitionen der natürlichen Zahlen von 
1 bis n, wobei die Summen die Form 
(n – i + 1) + i, mit i = 1...n haben. Diese 
Partitionen sind jedoch bereits alle ge-
funden und somit auch alle Partitionen 
der Zahl n + 1.

Dabei treten offensichtlich auch Parti-
tionen doppelt auf, diese werden mit-
tels Sortierung durch Quicksort und 
anschließendem Löschen doppelt vor-
kommender entfernt. Schließlich müs-
sen die Partitionen nach der Summe der 
λ und nach imax sortiert werden, damit 
die Partitionen, die für die Wahrschein-
lichkeitsberechnung auch tatsächlich 
verwendet werden, leichter gefunden 
werden können. Wir haben ein Pro-
gramm (einsehbar unter  [4]) geschrie-
ben, das genau diesen Algorithmus aus-
führt und uns die einzelnen Partitionen 
in Form einer CSV-Tabelle ausgibt, da-
bei wird eine Zahl wie in der Tabelle 4 
dargestellt (die Partitionen sind hierbei 
absteigend nach imax sortiert). Zudem 
sind alle Partitionen bis 20 und exem-
plarisch die Partitionen von 50 einseh-
bar unter [4]. 

Um unsere Ergebnisse zu überprüfen, 
benutzen wir die bereits bekannten Er-
gebnisse über Zahlpartitionen, die sich 
jedoch vorwiegend weniger mit den 
Partitionen an sich, als mehr mit deren 
Anzahl auseinandersetzen. So findet 
sich eine Folge, die die Anzahl der Par-
titionen beschreibt, in der Online-En-
zyklopädie der Zahlenfolgen [1] unter 
der Nummer A000041. Beim Auszäh-
len, der von uns gefundenen voneinan-
der verschiedenen Partitionen, ergeben 

pa, n, k(s) =
n!

(
(a − imax)n−(k−λimax ) − ∑

(λimax )−1
z=0 (a − (imax + 1))n−(k−λimax )−z

(
n − (k − λimax )

z

))

(n − k + λimax )! · ∏imax−1
j=0 λj! · an

+··· (5)

Formel (16)

Tab. 4: Partitionen von 5
 

λ1 λ2 λ3 λ4 λ5

0 0 0 0 1

1 0 0 1 0

0 1 1 0 0

2 0 1 0 0

1 2 0 0 0

3 1 0 0 0

5 0 0 0 0
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Für die Partitionen ergeben sich (in der 
Reihenfolge, wie sie oben aufgeschrie-
ben sind) λ0 = 1, λ0 = 0 und λ0 = 0 und 
ebenso imax = 5, imax = 4 und imax = 3. Die 
entsprechenden λimax

 sind alle λimax
 = 1.

Setzen wir dies in die Formel ein, so er-
halten wir:

Formel (18)

Dies entspricht genau dem erwarteten 
Ergebnis.

7.2 Zusammenhänge der 
Partitionen mit der 
Normalverteilung und 
dem Pascal’schen Dreieck

Es ergeben sich nun einige interessante 
Eigenschaften der Partitionen, die wir 
im Folgenden erläutern. Zunächst stel-
len wir einige Rechnungen dar:

sich genau die vorgegebenen Anzah-
len, was das Ergebnis hinreichend be-
stätigt. Damit haben wir nun auch die 
Behauptung aus Kapitel 5.1, dass für 
n = 4  5 Partitionen existieren, belegt.

Nun existiert kein Algorithmus mit 
polynomieller Laufzeit für die Auflis-
tung aller Partitionen einer natürli-
chen Zahl n, da die Anzahl nicht durch 
ein Polynom in n beschränkt ist. Dies 
ist ein bekanntes Ergebnis der Mathe-
matiker Hardy und Ramanujan, wel-
ches besagt, dass die Anzahl der Parti-
tionen p(n) für großes n ein Verhalten 
von p(n) ∼   ∙ e  haben [2] und da-
her mit n nahezu exponentiell wachsen. 
Dennoch gehört es zu den weiteren Zie-
len der Forschung, einen Algorithmus 
zu entwickeln, der die Partitionen di-
rekt bestimmt, um möglicherweise über 
deren Natur weitere Erkenntnisse zu ge-
winnen.

7. Verwendung der Formel

7.1 Beispielrechnung

Wir möchten nun die recht abstrakten 
Konzepte, die wir zur Herleitung der 
Formel verwendet haben, etwas ver-
anschaulichen, indem wir einmal bei-
spielhaft die Formel verwenden. Als 

Beispiel wählen wir a = 6, n = 5, k = 2 
und s  =  7  (=  6  ∙  2  –  5). Offensichtlich 
muss dann b = 5 gewählt werden. Die-
ser Fall ist auch in der Tabelle 2 dar-
gestellt. So finden wir in der Tabelle 2, 
dass als Ergebnis der Wahrscheinlich-
keit  ≈ 0,87 % herauskommen muss.

Die Partitionen, die wir verwenden 
müssen, stehen in der Tabelle 4. Da 
für die Partitionen gefordert ist, dass 
∑  λi ≤ k ist, sind nur die Partitionen 

Formel (17)

für die Berechnung der Wahrschein-
lichkeit relevant. (Die λimax

 sind hier 
jeweils rot markiert.) Diese Partitio-
nen erfüllen alle die Eigenschaft, dass 
∀i < a λi = 0. Deshalb ist die Wahrschein-
lichkeit p6, 5, 2 (7) genau die Summe der 
drei Teilwahrscheinlichkeiten, die sich 
aus diesen Partitionen ergeben.

(λ1, λ2, ···, λ5) =




(0, 0, 0, 0, 1)
(1, 0, 0, 1, 0)
(0, 1, 1, 0, 0)

Formel (17)

p6, 5, 2(7) =
5!
(
(6 − 5)5−(2−1) − ∑1−1

z=0(6 − (5 + 1))5−(2−1)−z(5−(2−1)
z )

)

(5 − 2 + 1)! · ∏5−1
j=0 λj! · 65

+

5!
(
(6 − 4)5−(2−1) − ∑1−1

z=0(6 − (4 + 1))5−(2−1)−z(5−(2−1)
z )

)

(5 − 2 + 1)! · ∏4−1
j=0 λj! · 65

+

5!
(
(6 − 3)5−(2−1) − ∑1−1

z=0(6 − (3 + 1))5−(2−1)−z(5−(2−1)
z )

)

(5 − 2 + 1)! · ∏3−1
j=0 λj! · 65

=
120 · (1 − 0)

24 · 65 +
120 · (16 − 1)

24 · 65 +
120 · (81 − 16)

24 · 65

=
5 + 75 + 325

65

=
405
65

Formel (18)
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den, dass die absoluten Häufigkeiten 
der Summen jeweils der Koeffizient von 
xs im Polynom

(x + x2 + ··· + xa)n   (21)

ist. Dies ist leicht einzusehen, wenn man 
sich überlegt, dass die einzelnen Sum-
manden im Polynom Produkte aus n 
Faktoren mit Potenzen von x zwischen 
1 und a sind. Die Anzahl, der Möglich-
keiten Summe s zu erhalten, entspricht 
offensichtlich der Anzahl der Möglich-
keiten, s durch n Summanden zwischen 
1 und a darzustellen. Genau diese An-
zahl ist der Koeffizient vor dem Term xs.

Somit ergibt sich:

Formel (22)

und weiter durch Einsetzen von (6)

Formel (23)

wobei (λi)i  =  1...b die Partitionen von b 
darstellt mit b = a  ∙ n –  l = ∑  λi  ∙  i, 
λ0 = n – ∑  λi, λi = 0 für alle i∈N, a ≤ i ≤ b 
und ∑   λi  ≤  n, d. h. alle durch Ein-
schränkung von a und k = n möglichen 
Partitionen.

Betrachten wir nun eine solche Vertei-
lung, so ergibt sich, wie bereits in Kapi-
tel 4 erwähnt, eine Verteilung die einer 
Normalverteilung nahekommt. Dieses 
Ergebnis kann man sich gut mit dem 
Zentralen Grenzwertsatz erklären. Die-
ser besagt, dass die Summenverteilung 

Form gibt an, wie viele Möglichkeiten es 
gibt, um n Elemente, wobei von diesen 
imax verschiedene vorliegen, anzuordnen, 
wenn Element i1 λi1

-mal, Element i2 λi2
-

mal vorkommt und so weiter. Wenn man 
für alle möglichen entsprechenden Par-
titionen (und damit für alle möglichen 
Summendarstellungen) einer bestimm-
ten Summe diese Anzahl ausrechnet und 
aufaddiert, erhält man die absolute Häu-
figkeit dieser Summe und so auch die ge-
suchte Wahrscheinlichkeit. 

Die Formel liefert eine Möglichkeit, die 
Wahrscheinlichkeiten der Summen für 
k  =  n zu berechnen. Dieser Fall ist je-
doch bereits gelöst, es gibt eine einfache 
Möglichkeit der Berechnung der Wahr-
scheinlichkeit. Und zwar kann man fin-

Wir möchten unsere Formel für den 
Fall k  =  n betrachten, das heißt, alle 
Würfel werden aufsummiert, es findet 
keine Auswahl der größten statt. Dann 
ergibt sich der Wahrscheinlichkeitsan-
teil für die einzelnen Partitionen zu

Formel (19)

Der zweite Umformungsschritt ergibt 
sich wiederum aus dem binomischen 
Lehrsatz. Nun ist der Term  ein 
Multinominalkoeffizient, da

Formel (20)

ist. Damit kann man sich das Ergeb-
nis auch gut plausibilisieren. Denn ein 
Multi nomialkoeffizient in der obigen 

pa, n, k=n(s) =
n!

(
(a − imax)λimax − ∑

(λimax )−1
z=0 (a − (imax + 1))λimax−z(λimax

z )
)

(λimax )! · ∏imax−1
j=0 λj! · an

+···

=
n!

(
(a − (imax + 1))λimax−λimax (λimax

λimax
)
)

∏imax
j=0 λj! · an

+···

=
n!

∏imax
j=0 λj!

· 1
an +··· (6)

Formel (19)

(x + x2 + ··· + xa)n =
a·n
∑
l=n

(
an · pa, n, k=n(l) · xl

)

Formel (22)

imax

∑
j=0

λj = λ0 +
imax

∑
j=1

λj

= k −
imax

∑
j=1

λj +
imax

∑
j=1

λj

= k = n

Formel (20)
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wobei Potr (M) die Menge aller r-ele-
mentigen Teilmengen der Menge M be-
zeichnet.

Also gilt |A| = |B| = |Pots – 1 ({1, ..., (n – 1)  
+ s – 1})| =   =  .

Nimmt man nun n Würfel mit den Au-
genzahlen 1 bis a, so entsprechen für 
s = 1, ..., a

die Menge der Folgen aus {0, 1} der Län-
ge (n – 1) +  s – 1 mit genau s – 1 Ein-
trägen 1. Folgende Abbildungen sind bi-
jektiv:

Formel (26)

und

Formel (27)

unabhängiger und identisch verteilter 
Zufallsvariablen für eine immer größe-
re Anzahl der Zufallsvariablen (bei uns 
ist n diese Anzahl) einer Gauß’schen 
Normalverteilung beliebig nahekommt. 
Somit findet sich ein interessanter Zu-
sammenhang zwischen den Partitionen 
und der Normalverteilung, der ohne 
den kombinatorischen Ansatz nicht of-
fensichtlich richtig erscheint.

Eine weitere interessante Auffälligkeit 
beim Betrachten der absoluten Werte im 
Zusammenhang mit dem Pascal’schen 
Dreieck ergibt sich, wenn man die ab-
soluten Häufigkeiten für den Fall k = n 
betrachtet. Zunächst ist auffällig, dass 
diese symmetrisch verteilt sind, was 
sich jedoch leicht einsehen lässt, wenn 
man sich vorstellt, dass die Würfel nicht 
von 1 bis a aufsteigend, sondern von a 
bis 1 absteigend nummeriert sind. Da 
alle Würfel ausgewählt und aufsum-
miert werden, ergibt sich offensicht-
lich dieselbe Verteilung. Durch Beob-
achtung kommen wir zu der Annahme, 
dass die ersten a Häufigkeiten ≠  0 am 
Anfang und die letzten a Häufigkeiten 
am Ende der Summenverteilung genau 
die ersten a Elemente der n-ten Dia-
gonale im Pascal’schen Dreieck bilden 
(siehe Abb. 2). Um diese Auffälligkeit zu 
überprüfen, kann man in [4] alle Wer-
te für a von 1 bis 6 und n von 1 bis 10 
finden. Die ersten a Elemente der n-ten 
Diagonale im Pascal’schen Dreieck sind 
gegeben durch  =   für 
s = 1, ..., a.

Diese Annahme beweisen wir folgen-
dermaßen [6]:

Seien dazu a, n ∈ ℕ, s ∈ {1, ..., a} und 

Formel (24)

Wir wollen zeigen, dass dann 
|A|  =   gilt, wobei |A| die An-
zahl der Elemente in A bezeichnet.

Sei dazu 

Formel (25)

1

A :=

{
x ∈ Nn

∣∣∣∣∣
n

∑
i=1

xi = (n − 1) + s

}
.

Formel (24)

1

ψ : B → Pots−1 ({1,··· , (n − 1) + s − 1})
y �→ {j ∈ {1,··· , (n − 1) + s − 1}|yj = 1} ,

Formel (27)

1

B :=

{
y ∈ {0, 1}(n−1)+s−1

∣∣∣∣∣
(n−1)+s−1

∑
j=1

yj = s − 1

}

Formel (25) 1

φ : A → B

x �→ ( 1···1︸︷︷︸
(x1−1)-Mal

0 1···1︸︷︷︸
(x2−1)-Mal

0 . . . 0 1···1︸︷︷︸
(xn−1)-Mal

)

Formel (26)

(x + x2 + ··· + xa)n =
a·n
∑
l=n




 n!

∏imax
j=0 λj!

+···


 · xl


 ,
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n > 6 – 1 = 5 stellen wir somit fest, dass 
der (b + 1)-te Eintrag (für b ≤ a – 1) in 
der Diagonale genau nach Formel 6 be-
rechnet werden kann als Summe über 
alle Partitionen von b der Form (λi)i = 1...b. 
Der (b + 1)-te Eintrag in der n-ten Dia-
gonale des Pascal’schen Dreiecks ist nun 
genau ( ) und somit ergibt sich:

Formel (28)

imax als obere Produktgrenze kann man 
nun auch durch b ersetzen, da imax ≤ b ist 
und alle λi = 0 für i > imax sind und deren 
Fakultäten daher = 1 sind. Weiter kön-
nen wir nun λ0 durch n – ∑  λl ersetzen 
und erhalten so insgesamt

Formel (29)

Somit kann man für alle Partitionen 
mit b ≤ a – 1 ≤ n einen direkten Zusam-
menhang mit den Binomialkoeffizien-
ten finden. Da a beliebig gesetzt werden 
kann, gilt das für die Partitionen aller 
natürlichen Zahlen.

Dies wollen wir nun für die Partitionen 
von b  =  3 einmal demonstrieren und 
setzen dafür a = 4 und n = 3. Die 3 Par-
titionen von b = 3 sind 

(λ1, λ2, λ3) =




(0, 0, 1)
(1, 1, 0)
(3, 0, 0)

.  (30)

Damit ist

Formel (31)

Das gefundene Ergebnis wird bestätigt 
durch einen Beweis, der sich in einem 
Skript von Wassilij Gnedin von der 
Universität Köln [3] befindet. Dort ist 
gesucht nach der Anzahl der Lösungen 
der Gleichung

n

∑
i=1

xi = b , (7)  (32)

wobei ∀i ∈ [1, n] xi ∈ ℕ0 ist. (Im Original ist 
n = k und b = N)

λi  =  0 für alle i ∈ ℕ,  a  ≤  i  ≤  b und 
∑  λi ≤ n für alle Partitionen von b er-
füllt sein. Wenn b ∈ [0; a – 1] ist, so gilt 
λi  =  0 für alle i ∈ ℕ,  a  ≤  i  ≤  b stets, da 
a  >  b. Da ∑   λi maximal gleich b ist 
(wenn λ1 = b ist) und daher hier maxi-
mal a – 1, sind beide Bedingungen für 
alle a und alle n ≥ a – 1 erfüllt.

Daraus können wir schließen, dass alle 
Partitionen direkt mit den Binomial-
koeffizienten zusammenhängen. Wäh-
len wir beispielsweise a  =  6, so finden 
wir, dass die letzten 6 Summen in je-
der Verteilung für k  =  n den ersten 6 
Elementen der n-ten Diagonale im Pa-
scal’schen Dreieck entsprechen. Für alle 

die Wurfergebnisse dieser n Würfel mit 
Augensumme (n – 1) + s genau den Ele-
menten von A. Deren Anzahl ist folglich 

. Aus der Symmetrie, die oben 
erklärt wurde, folgt daher die Aussage 
auch für die letzten a Häufigkeiten.

Die letzten a Häufigkeiten am Ende der 
Summenverteilung entsprechen genau 
den Summen von a ∙ n bis a ∙ n – (a – 1). 
Die entsprechenden Partitionen sind 
die von b = 0 bis b = a – 1. Wir wollen 
nun a und k = n derart wählen, dass für 
die Berechnung der Wahrscheinlichkeit 
alle Partitionen von b benutzt werden 
müssen. Das heißt, es müssen die Be-
dingungen 

Abb. 2: Das Pascal’sche Dreieck mit der 3. Diagonale rot markiert 
(Bildquelle: [5]) 1

∑
alle Partitionen von b


 n!

∏imax
j=0 λj!


 =

(
(n − 1) + b

n − 1

)
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∑
alle Partitionen von b


 n!(

n − ∑b
l=1 λl

)
! · ∏b

j=1 λj!


 =

(
(n − 1) + b

n − 1

)
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So entsteht ein noch engerer Zusam-
menhang zwischen den Partitionen und 
dem Pascal’schen Dreieck. Vermut-
lich lassen sich über die Eigenschaft, 
dass die Formel für k = n die Form ei-
nes Multinomialkoeffizienten annimmt 
noch weitere interessante Eigenschaften 
der Partitionen im Zusammenhang mit 
der Kombinatorik finden, die wir in un-
seren zukünftigen Forschungen unter-
suchen möchten.

Partitionen verloren geht. Allerdings 
könnte man mit der Bedingung  ≤ n 
durch den Beweis die folgende allgemei-
nere Gleichung aufstellen, die für alle 
n ∈ ℕ gilt:

Formel (34)

Weiter kann man, wenn man b = n setzt, 
sogar die Variable n komplett aus der 
Formel eliminieren und erhält:

Formel (35)

Formel (33)

Dies kann man sich dadurch veran-
schaulichen, dass eine Lösung der Glei-
chung (7) einer Partition von b ent-
spricht. Wenn j  xi  ≠  0 existieren, so 
verbleiben (n  –  j)  xi mit xi  =  0. In un-
serem Fall ist j  =  ∑  λl und die λl ent-
sprechen der Anzahl der xi  =  l. Daher 
kann man einer der Partitionen von 
b   verschiedene Lösungen 
der Gleichung zuordnen. Dies ist so, 
denn eine Lösung besteht aus n Sum-
manden xi, von denen jeweils λl gleich 
sind und die verbleibenden n –   sind 
alle 0. Die Anzahl der Lösungen aus ei-
ner Partition entspricht daher der An-
zahl der verschiedenen Permutationen 
der xi, diese Anzahl drückt der ange-
gebene Term aus. Summiert man das 
für alle Partitionen auf, so findet man 
die Richtigkeit der Aussage (*). Die Lö-
sungen der Gleichung entsprechen, wie 
Gnedin zeigt, dem Term ( ). Wei-
ter wird gezeigt, dass dieser Term nicht 
nur für n ≥ b, sondern für alle n ∈ ℕ die 
Anzahl der Lösungen der Gleichung er-
gibt. Allerdings werden für n < b nicht 
mehr alle Partitionen von b verwen-
det, sondern nur welche, die maximal n 
Summanden haben, womit der Zusam-
menhang mit unserer Formel für alle 

∑
alle Partitionen von 3


 3!(

3 − ∑3
l=1 λl

)
! · ∏3

j=1 λj!


 =

6
2! · 0! · 0! · 1!

+
6

1! · 1! · 1! · 0!
+

6
0! · 3! · 0! · 0!

= 3 + 6 + 1

=

(
3 + 3 − 1

3 − 1

)
=

(
5
2

)
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! · ∏b
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
 entspricht dieser Anzahl, wenn n ≥ b
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Zahl“, abgerufen am 21.03.2017. http://www.
mi.uni-koeln.de/wgnedin/files/Partitionen_
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pascal_02.png, abgerufen am 18.05.2019.

[6] Hans Joachim von Höhne. Private Kommuni-
kation, 2018.

8. Kritische Reflektion 
der Ergebnisse

Das Ziel, eine Formel zu finden, mit der 
die Wahrscheinlichkeit für beliebige a, 
n und k berechnet werden kann, wurde 
erreicht. Praktisch ist diese Formel je-
doch nur für kleine Werte von a, n und 
k verwendbar, da die Anzahl der Parti-
tionen nahezu exponentiell wächst. Zu-
dem ist der Algorithmus, um die Par-
titionen zu bestimmen, nicht allzu 
praktisch, da bereits die Berechnung der 
Partitionen von 50 einige Tage in An-
spruch genommen hat. Das ursprüng-
liche Programm, das die Wahrschein-
lichkeiten durch Auszählen ermittelt, 
funktioniert jedoch gut und liefert ver-
wendbare Ergebnisse, um die gefunde-
ne allgemeine Formel zu überprüfen. 
Die Untersuchungen der Partitionen im 
Zuge des Falls k = n haben zu weiteren 
spannenden Erkenntnissen geführt. 

Schließlich sind die gefundenen Zu-
sammenhänge zwischen dem kombina-
torischen Problem und den Partitionen, 
die zunächst ein Teilgebiet der Zahlen-
theorie ausmachen, durchaus eine inte-
ressante Brücke innerhalb der diskreten 
Mathematik. 
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 ■ Bitte reichen Sie alle Bilder, 
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Erstveröffentlichungserklärung). 
Senden Sie Ihre Bilder als 
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Bei Grafiken, die mit Excel erstellt 
wurden, reichen Sie bitte ebenfalls 
die Originaldatei mit ein.
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