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Mathe-Magie
mit Wurfeln

BEST-OF-SUMMENVERTEILUNG BEI
BELIEBIGEN WURFELN UND PARTITIONEN

NATURLICHER ZAHLEN

1. Hinflhrung zur
Problemstellung

Wir betrachten Wiirfe mit folgen-
den Variablen und daraus resultieren-
den Eigenschaften: » ist die Anzahl der
Wiirfel, die wir in einem Zufallsexpe-
riment betrachten. Dabei betrachten
wir Laplacewiirfel, das heiflt, es wer-
den alle ,,Seiten“ des Wiirfels mit dersel-
ben Wahrscheinlichkeit geworfen. a ist
die hochstmogliche Augenzahl, die der
Wirfel zeigen kann, das bedeutet, dass
die Seiten der Wiirfel von 1 bis a durch-
nummeriert sind. Dabei hat ein klas-
sischer Wiirfel W, bekanntermaflen 6
Seiten. Fiir den W, gilt daher a = 6. Des
Weiteren gibt es die Variable k, die die
Anzahl der ausgewidhlten Wiirfel be-
zeichnet.

Zur Veranschaulichung betrachte man
folgendes Beispiel: Seia=6,n=>5,k=3.

Zunichst wird gewiirfelt.

©

Das sortierte Ergebnis des Wurfes sei
1;2; 5; 55 6.

Nach dem Auswihlen der k grofiten
(hier: k = 3) erhdlt man die Menge der
fiir die Summe vorgemerkten Zahlen
5;5; 6.

Es  ergibt sich die Summe

s=5+5+6=16.

Ziel ist es nun, eine Formel zu finden,
die fiir beliebige Werte von 4, n und k
die Wahrscheinlichkeit p, , (s) angibt,
dass eine bestimmte Summe s erzielt
wird.
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2. Grenzfalle

21 Falls=k

Der Fall s = k tritt genau dann ein, wenn
alle Wirfel die Augenzahl 1 zeigen.
Denn wiirde ein Wiirfel eine Augen-
zahl grof8er als 1 zeigen, so wiirde dieser
auch zu den k grofiten Wiirfeln gehoren
und die Summe s wire grof3er als k.

Bei n Wiirfeln mit a Augenzahlen von
1 bis a ergeben sich bekanntermaflen a”
mogliche verschiedene Wiirfe. Das ist
so, da die Augenzahlen eine geordnete
Menge von Werten darstellen, bei de-
nen Wiederholungen zugelassen sind.
Das entspricht einer Variation mit Wie-
derholung, bei der n Objekte auf a Plat-
ze verteilt werden. Der Fall, dass alle
Wiirfel die Augenzahl 1 zeigen, tritt
dabei nur einmal auf, das bedeutet fiir

Lok (s=k):
pa,n,k(s = k) = - 1

2.2 Falls=a -k

Der Fall s = a - k tritt genau dann ein,
wenn k oder mehr Wiirfel die Augen-
zahl a zeigen. Zeigen weniger als k Wiir-
fel die Augenzahl a, zum Beispiel k - 1,
so wire die maximal mdgliche Sum-
menurs=(k-1)-a+@-1)=a-k-1.
Wenn mehr als k Wiirfel die Augenzahl
a zeigen, andert sich an der Gesamtsum-
me der k grofiten nichts. Es muss daher
die Anzahl aller méglichen Variationen
mit Wiederholung, bei der k oder mehr
Wirfel die Augenzahl a zeigen, berech-
net werden.

Wenn exakt i Wiirfel die Augenzahl a
zeigen, so gibt es fiir die restlichen n - i
Wiirfel noch (a - 1)/ - (") mogliche
Verteilungen. Das ergibt sich daraus,
dass diese n - i Wiirfel maximal die Au-
genzahl a - 1 haben. Damit erhilt man
(a - 1)"~ Variationen. Die Wiirfel kon-
nen nun auf die verbleibenden » - i Plat-
ze mit (") Kombinationen verteilt wer-
den. Die Verteilung der i Wiirfel mit
Augenzahl a ergibt sich damit automa-
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tisch, sie werden einfach auf die verblei-
benden i Plitze gesetzt.

Nun darf i, wie erklart, alle Werte zwi-
schen k und » annehmen. Damit ergibt
sich als Gesamtzahl der fiir den Fall
s = a - k glinstigen Fille:

Formel (2)

Um die entsprechende Wahrscheinlich-
keit zu erhalten, muss die Anzahl der
giinstigen Fille durch die Anzahl der
moglichen Fille geteilt werden. Diese
entspricht a”. Folglich ergibt sich:

Formel (3)
Fiir die Umformung haben wir den Bi-

nomischen Lehrsatz und die Symmetrie
des Pascal’schen Dreiecks verwendet:
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23 Falls=a-k-1

Der Fall s=a - k - 1 tritt genau dann ein,
wenn k - 1 Wiirfel die Augenzahl a zeigen
und mindestens ein Wiirfel die Augen-
zahl a - 1. Zeigen mehr Wiirfel die Au-
genzahla,liegtder Falls=a- kvor. Zeigen
weniger, z. B. k - 2 Wiirfel, die Augenzahl
a, so ist die maximal mogliche Summe
(k-2)-a+2-(a-1)=a-k-2.Wenn dar-
iber hinaus alle weiteren n - (k — 1) Wiir-
fel maximal die Augenzahl a - 2 zeigen,
so ist auch hier die maximal mégliche
Summe (k-1 -a+@-2)=a-k-2,
deshalb muss mindestens einer der ver-
bleibenden n - (k — 1) Wiirfel den Wert
a -1 zeigen.

Die Anzahl der Moglichkeiten k - 1
Wirfel auf n Felder zu verteilen betrigt
(:"1). Um die restlichen Wiirfel zu ver-
teilen, gibt es insgesamt (a — 1)" - * -V
Moglichkeiten, von denen jedoch noch
diejenigen abgezogen werden miis-
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sen, die nur Wiirfel mit maximalem
Wert a - 2 zeigen. Deren Anzahl ent-
spricht (a - 2)"~*-Y. Insgesamt ist daher
Lok (s=a-k-1):

Formel (4)

3. Veranschaulichung
der Formeln

Um die Formeln zu veranschaulichen,
wollen wir nun drei Beispiele betrach-
ten. Wir verwenden dazu den klassi-
schen Wiirfel mit a = 6. Anschlieflend
erkliren wir unsere Simulation, um die
Formeln auf ihre Richtigkeit zu tiber-
priifen.

Beispiela=6,n=3,k=2,s=2

Mit 3 Wiirfeln ergeben sich 6° = 216 ver-
schiedene mogliche Wiirfe. In nur ei-
nem davon zeigen alle Wiirfel die Au-
genzahl 1. Die Wahrscheinlichkeit, fiir
s =k =2 ergibt damit Pes. @ = L

216"

Beispiela=6,n=4,k=2,5s=12

Mit 4 Wiirfeln ergeben sich 6*= 1296 ver-

schiedene mogliche Wiirfe. Dabei gibt es

(6 — 1)*-%. (3) = 150 mogliche Wiirfe
mit 2 Wiirfeln mit Augenzahl 6. Wei-
ter gibt es (6 - 1)*~3 - (%) = 20 Wurfe
mit 3 Wiirfeln mit Augenzahl 6 und
6 - 1**-(3) =1 Wurf mit 4 Wiirfeln
mit Augenzahl 6. Bei diesem Wurf zei-
gen alle Wiirfel die Augenzahl 6. Ent-
sprechend dazu, dass es nur einen Wurf
gibt, bei dem alle Wiirfel die Augen-
zahl 1 zeigen, gibt es auch nur einen
Wurf, bei dem alle Wiirfel die Augen-
zahl 6 zeigen. 150 + 20 + 1 = 171 ist da-
her die Anzahl aller moglichen Wiirfe,
bei denen s = a - k = 12 betrégt. Es ist
daher Po.s» (12) = % = 13,2%. (In etwa
13,2 % der Falle erhélt man folglich bei
gegebenem a, n und k die Summe 12).

Beispiela=6,n=2,k=2,s=11

Mit 2 Wiirfeln ergeben sich 6*= 36 ver-
schiedene mogliche Wiirfe. Dabei gibt
es (1) = 2 Moglichkeiten, den einen
Wirfel mit Augenzahl 6 zu platzieren.
Fiir den zweiten Wiirfel, der maximal
Augenzahl 5 haben darf, gibt es dem-
nach 5' mogliche Werte, die er anneh-

e (,t) = ge-v ()

pa,n,k(s =a-: k) =

Formel (2)
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(kfl) : [(IZ — 1)”*(]‘*1) —(a— z)nf(k—l)}

pa,n,k(“ k— 1) =
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men kann. Somit ergeben sich zunachst
die folgenden 10 Wiirfe:

Formel (6)

Betrachtet werden sollen allerdings nur
die Wiirfe {{6;5},{5;6}}. Es muss daher
die Anzahlder (6-2)*"@). (Z_é_ p =8
Wiirfe, bei denen der zweite Wiirfel
eine Augenzahl maximal 4 zeigt, von
den 10 urspriinglichen Wiirfen abge-
zogen werden. Es ergibt sich die Wahr-
scheinlichkeit p, ,, (11) = 3. So betrigt
die Wahrscheinlichkeit beispielswei-
se im Wiirfelspiel ,,Die Siedler von Ca-
tan®, das mit 2 Sechser-Wiirfeln gespielt
wird, eine Summe von 11 zu erhalten
2~56%.

4. Programm zur
Uberprufung

41 Programm

Wir mochten unsere Formeln fiir noch
mehr Fille iberpriifen und haben dazu
ein Programm geschrieben. Dieses
kann durch geschicktes Abzédhlen die
tatsdachlichen Wahrscheinlichkeiten be-
rechnen. Die Problematik besteht darin,
dass die Anzahl aller moglichen Wiirfe
fiir gegebenes a und #, 4", mit der An-
zahl der Wiirfel exponentiell steigt. Da-
mit erreicht der Rechenaufwand schnell
Dimensionen, die auch die Moglich-
keiten von leistungsfahigen Rechnern
tibersteigen. Jedoch fillt bei genauer Be-

Tab. 1: Rechenaufwandsverkiirzung

~

1 100,0
2 66,7
3 37,0
4 18,5
5 8,6
6 3,8
7 1,6
8 0,7
9 0,3
10 0.1

trachtung des Problems eine Maoglich-
keit auf, Rechenaufwand einzusparen.

Betrachten wir dafiir beispielhaft einen
Fall mita = 6, n = 3 und k = 2. Eine Mog-
lichkeit ist, dass die Wiirfel die Augen-
zahlen 1, 2 und 3 zeigen. Da man drei
paarweise verschiedene Elemente auf
3! = 6 verschiedene Weisen anordnen
kann, ergeben sich aus diesen drei Au-
genzahlen auch 6 verschiedene Variati-
onen in der Gesamtzahl der Wiirfel a”.
Jedoch ist fiir alle Fille, da k = 2 ist, die
Summe s = 5. Wenn wir jedoch {1;2; 3} als
Kombination auffassen, so kommt diese
nur einmal vor. Dabei miissen wir Kom-
binationen mit Wiederholung zulassen,
da natiirlich auch Wurfkombinationen
wie {1;2;2} moéglich sind. Die Anzahl der
Kombinationen mit Wiederholung fiir n
Wiirfel mit a Augen entspricht (**77").
Wir erhalten so eine deutliche Rechen-
aufwandsersparnis. Dies wird in der Ta-
belle 1 fiir festes a = 3 und »n von 1 bis 10
betrachtet. Dabei wird der Anteil des Re-
chenaufwandes, der bei der beschriebe-
nen Methode im Vergleich zum reinen
Abzahlen benétigt wird, iiber n aufge-
tragen.

Es muss dabei beriicksichtigt werden,
dass die Summe, die sich aus einer Kom-
bination ergibt, genauso oft abgezéhlt
wird, wie sie in der Menge der Varia-
tionen vorkommt.
zeichnet sich im Gegensatz zu einer Va-
riation dadurch aus, dass sie ein Zahlen-
tupel ungeordnet betrachtet. Daher ent-
spricht die Anzahl der Variationen zu
einer Kombination der Anzahl der paar-
weise verschiedenen Permutationen der

Eine Kombination

Kombination. Wenn alle n Elemente in
einer Kombination paarweise verschie-
den sind, so gibt es zu dieser Kombinati-
on n! Variationen. Jedoch sind, wie oben
genannt, auch Wiederholungen mog-

HL 6}, {2;6},{36},{4 6},{5 6},{6;1},{6;2},{6; 3} ,{6; 4} ,{6; 5} }

Formel (6)
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lich. Wenn man in einer Kombination
n Elemente hat, von denen i voneinan-
der verschieden sind, so entspricht die
Anzahl der Permutationen ﬁllf,ﬂ Da-
bei entspricht n; der Haufigkeit des j-ten
Elements (in den n Elementen). Das
Programm funktioniert nun wie im fol-
genden Abschnitt beschrieben. (Das
Programm und der Programmcode sind
einsehbar unter [4])

4.2 Algorithmus

Gerechnet wird nicht fiir eine bestimm-
te (a, n, k)-Kombination, sondern fiir eine
Menge dieser. Dabei wird ein Start- und
Endwert fiir a und fiir n angegeben. Fiir
jedes a und n lauft k durch die natiir-
lichen Zahlen von 1 bis zum aktuellen
Wert von n. Werden als Startwert <star-
ta> und <startn> fiir a und # jeweils 1
und als Endwerte <enda> und <endn> je-
weils 6 angegeben, so werden alle Wahr-
scheinlichkeiten fiir alle Kombinationen
mit a€ [1;6],n€ [1;6]a,n €N berechnet.
Dabei lduft k wie beschrieben jeweils von
1 bis zum aktuellen Wert von n.

Zu Beginn wird eine Liste <listofsums>
initialisiert, die wahrend einer konkre-
ten (a, n, k)-Kombination alle errechne-
ten Summen speichert. Das Programm
beinhaltet kopfgesteuerte, geschachtel-
te Schleifen, welche zunichst die Vari-
able a fiir die Werte <starta> bis <enda>
durchlaufen. Innerhalb dieser Schlei-
fe lauft eine Schleife fir n von <startn>
bis <aktnkombi> und innerhalb dieser
Schleife lduft die Variable k von 1 bis
zum aktuellen Wert von n.

Weiter werden zwei Integerarrays ini-
tialisiert. Das erste, <aktnkombi>, hat
die Linge n und wird zunéchst an je-
der Stelle mit dem Wert 1 {iberschrie-
ben. In diesem Array sollen wiahrend ei-
ner konkreten (a, 1, k)-Kombination alle
moglichen Kombinationen mit Wieder-
holung der Wiirfel durchlaufen werden.
Das zweite, <aktnkombicount>, hat die
Linge a. Es dient dazu auszuzihlen,
wie haufig ein bestimmtes Element in
<aktnkombi> vorkommt. Da in <aktnk-
ombi> nur Werte zwischen 1 und a vor-
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kommen, hat <aktnkombicount> genau
a Stellen. Kommt in <aktnkombi> das
Element 3 viermal vor, so ist <aktnk-
ombicount>[3] = 4. Vereinfachend wird
hier angenommen, dass das Element a
am Index a des Arrays steht, tatsiachlich
jedoch an der Stelle a - 1, da ein Ar-
ray bei Index 0 beginnt. Da <aktnkom-
bi> zundchst mit #n Elementen des Wer-
tes 1 iiberschrieben wurde, steht nach
dem ersten Auszdhlen an der 1. Stelle
von <aktnkombicount> der Wert n und
an allen anderen Stellen der Wert 0. An-
schlieflend wird <aktnkombi> sortiert
und die k grofiten Werte aufsummiert,
die Summe heiffit <sumk>. Um nun zu
bestimmen, wie oft diese Summe bei
der aktuellen Kombination von Wer-
ten aus <aktnkombi> vorkam, muss be-
stimmt werden, wie viele verschiedene
Permutationen aus den vorhandenen
Werten gebildet werden konnen. lg'ie—
se Anzahl wird durch den Term m
angegeben. Dabei ist nun i = a. Die
j-te Stelle in <aktnkombicount> ent-
spricht dann genau n,. Fir jede mogli-
che Permutation wird <sumk> einmal
in <listofsums> eingetragen. Anschlie-
Bend muss die nachste mogliche Kom-
bination von Wirfelzahlen fiir die ak-
tuelle (a,n, k)-Kombination bestimmt
werden. Dadurch kommen in <aktnk-

900

ombi> am Ende einer der (g, 1, k)-Kom-
binationen alle méglichen Kombinatio-
nen genau einmal vor.

Wie werden nun diese Kombinationen
abgezahlt? Eine Kombination hat die
Linge n. Wir starten dabei stetsnggcrkje—
des n mit der Kombination {11, T}
Die nidchsten Kombinationen erhalten
wir, indem wir die letzte Stelle in dieser
Kombination von 1 bis zum Wert a er-
héhen. Anschlieflend wird die (n — 1)-te
Stelle der Kombination auf den Wert 2
erhoht, die n-te Stelle wird jedoch nicht
auf 1 reduziert, sondern auf 2, da man
sonst offensichtlich eine Kombination
erhalten wiirde, die bereits abgezéhlt
wurde. Nun wird die (n - 1)-te Stelle bei
2 festgehalten, wihrend die n-te Stelle
von 2 bis a hochzéhlt. Darauthin wird
die (n - 1)-te Stelle auf 3 erhoht und die
n-te Stelle lduft entsprechend von 3 bis
a, dies wird solange wiederholt, bis die
(n — 1)-te Stelle bei a angelangt ist. Dar-
authin wird die (n - 2)-te Stelle auf 2 ge-
setzt und die (n - 1)-te Stelle und n-te
Stelle ebenfalls auf 2, dquivalent zu dem

davor. Das Verfahren lauft so weiter, bis

a,a,...a4

schliefflich die Kombination o

erreicht ist.
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Abb. 1: Verteilung der absoluten Haufigkeiten fira=6und k=n =5 @
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Tab. 2: Absolute Haufigkeiten fiira =6 undn =5

1 1 0 0 0 0
2 31 1 0 0 0
3 211 5 1 0 0
4 781 31 5 1 0
5 2101 80 15 5 1
6 4651 211 41 15 5
7 0 405 90 35 15
8 0 776 170 71 35
9 0 1200 296 130 70
10 0 1696 470 215 126
11 0 1845 665 325 205
12 0 1526 881 456 305
13 0 0 1055 595 420
14 0 0 11565 725 540
15 0 0 1111 825 651
16 0 0 935 876 735
17 0 0 610 865 780
18 0 0 276 795 780
19 0 0 0 670 735
20 0 0 0 511 651
21 0 0 0 345 540
22 0 0 0 200 420
23 0 0 0 90 305
24 0 0 0 26 205
25 0 0 0 0 126
26 0 0 0 0 70
27 0 0 0 0 35
28 0 0 0 0 15
29 0 0 0 0 5
30 0 0 0 0 1

doi: 10.7795/320.201907

Wenn schlussendlich alle geforderten
a und n durchgelaufen sind, werden
die ausgezdhlten Ergebnisse in einer
CSV-Tabelle dargestellt. Diese beinhal-
tet fir jede (a,n, k)-Kombination die
ausgezédhlten Summen. Wahlweise kann
man das Ergebnis als relative Werte, das
heifit jeweils geteilt durch a”, oder als
absolute Werte ausgeben. Wir geben im
Folgenden beispielhaft einen Ausschnitt
einer solchen Tabelle fiira=6und n =5
an. Die Summen stehen in der zweiten
Spalte, die weiteren Spalten sind die ab-
soluten Haufigkeiten der geworfenen
Werte fiir k = 1 bis k = 5. Um die rela-
tiven Werte zu erhalten, muss man je-
weils durch a” = 6° teilen.

Nun kénnen wir auch die Wahrschein-
lichkeit fiir den im Anfangsbeispiel
in Kapitel 1 beschriebenen Fall ange-
ben. Wir betrachten dazu in der Spal-
te fir k = 3 die Zeile fir s = 16 und fin-
den, dass p,,, (16) = 2 =~ 2,00% ist.
Das heifit, dass die Summe 16 mit einer
Wabhrscheinlichkeit von etwa 2% ge-
worfen wird, wenn man 5 W, wirft und
die 3 grofiten aufsummiert.

Wir stellen in Abb. 1 die absoluten Hau-
figkeiten fiir a = 6 und k = n = 5 gra-
fisch dar.

Die Verteilung fiir k = n sieht einer
GaufSkurve sehr dhnlich. Anhand des
Zentralen Grenzwertsatzes kann man
sich diese Eigenschaft der Kurve gut
plausibilisieren. Wir mdchten jedoch
zunidchst die allgemeine Formel fiir
P, .. (5) herleiten und anschlieflend in
Kapitel 7.2, ausgehend von dieser For-
mel, noch einmal auf den konkreten
Fall k = n zuriickkommen.

5. Die allgemeine Formel

5.1 Von der Summendarstellung
zu den Partitionen

Anhand der gefundenen Werte fiir die
Wabhrscheinlichkeiten kann man nun
die bereits aufgestellten Formeln iiber-
prifen. Nun war das Ziel jedoch, nicht
nur die Grenzfille ausrechnen zu kon-
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nen, sondern die Wahrscheinlichkeit
fiir jede mogliche Summe zu bestim-
men. Dafiir werden wir im Folgenden
das fir die Grenzfille in Kapitel 2.3
verwendete Verfahren zur Wahrschein-
lichkeitsbestimmung erweitern. Da die
Konzepte nun noch abstrakter werden,
betrachten wir dazu zunéchst - der An-
schaulichkeit halber - einen Spezial-
fall des allgemeinen Falls s =a - k - b.
Sei dafiir a = 6, n beliebig n > 3, k = 3,
b =2 und daher s = 16. Die Moglichkei-
ten, die 16 aus drei W, zu erhalten, sind
6+ 6+ 4und 6 + 5 + 5. Dabei diirfen
fiir die Kombination 6 + 6 + 4 die wei-
teren Wiirfel maximal den Wert 4 ha-
ben, fiir die Kombination 6 + 5 + 5 diir-
fen die weiteren Wiirfel maximal den
Wert 5 zeigen. Fiir b = 3 ergeben sich die
moglichen Darstellungen von s = 15 zu
6+6+3,6+5+4und5+5+ 5, wobei
die weiteren Wiirfel entsprechend ma-
ximal 3, 4 oder 5 Augen zeigen diirfen.

Andererseits kann man diese Summen-
darstellungen auch als Partitionen von
b betrachten, wobei jeweils betrachtet
wird, welcher Wert von 6 bei den drei
grofiten, d.h. ausgewihlten, Wiirfeln
abgezogen wurde. Als Partition einer
natiirlichen Zahl fassen wir eine Zer-
legung dieser Zahl in natiirliche Sum-
manden auf. Fiir b = 2 gibt es zwei Par-
titionen2=1+1und 2 =2. Fir b =3
lassen sich drei Partitionen finden:
3=1+1+1,3=1+2und3 = 3. Die-
se Partitionen passen offensichtlich mit
den Darstellungen von s zusammen.
Die Zusammenhinge sind in Tab. 3 il-
lustriert.

Es ist bekannt, dass fiir b = 4 finf Parti-
tionen existieren, worauf wir in Kapitel
6 genauer zuriickkommen. Diese sind
4=1+1+1+1,4=3+1,4=2+2,
4=2+1+ 1,4 = 4. Bis auf die erstge-
nannte Partition lassen sich zu den an-
entsprechende  Darstellungen
von s = 14 finden. Es sind die folgenden
§s=6+5+3,s=6+4+4,s=5+5+4
und s = 6 + 6 + 2. Offensichtlich setzt die
Anzahl der Summanden in einer Parti-
tion von b dem Prinzip eine Grenze. Es
fallt aulerdem auf, dass fiir b = 6 die

deren
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Partition 6 = 6 keine Darstellung von
s = 12 zulésst, da in dieser Darstellung
ein Wiirfel und auch alle n - k weiteren
den Wert 0 zeigen miissten. Diese Be-
grenzung ist offensichtlich durch a ge-
setzt, denn a maximiert die Augenzahl
von der abgezogen werden darf. Anders
ausgedriickt heiflt das, dass a die maxi-
male Grofle eines Summanden in einer
Partition beschrankt.

Offensichtlich ist, dass fiirb> (@ -1) - k
keine verwendbaren Partitionen mehr
gefunden werden konnen, da in diesem
Fall s < k wird. Fur alle b€ [1;(a - 1) - k]
und damit fiir alle moglichen s aufler
s =a - k (fur diesen Fall existiert jedoch
bereits die geschlossene Formel (2))
konnen jedoch entsprechende Partiti-
onen zu den mdglichen Darstellungen
von s aus k Summanden gefunden wer-
den.

5.2 Anwendung der Partitionen
auf ein konkretes Beispiel

Kehren wir nun zu den entsprechen-
den Darstellungen von s zuriick und be-
leuchten den oben beschriebenen Fall
(a=6,n=>5undk = 3) fiir s = 15 bzw.
b = 3 einmal genauer. Fiir die drei mog-
lichen Darstellungen 15 = 6 + 6 + 3,
15=6+5+4und 15=5+ 5 + 5 diirfen
die weiteren n — 3 Wiirfel maximal die

Tab. 3: Partition und Summendarstellung

N

Wil = N
I =+

I =

w Il
W+ = N+
N+

(") (2 =3)" 0D — (@ — gy

Werte 3, 4 bzw. 5 zeigen. Fiir eine kon-
krete Darstellung und einen Maximal-
wert der verbleibenden Wiirfel haben
wir in Kapitel 2.3 eine Formel fiir die
Wahrscheinlichkeit bestimmt. Fiir die
Darstellung s = 6 + 6 + 3 zeigen genau 2
Wiirfel den Wert 6, ein Wiirfel den Wert
3 und n - 3 Wiirfel eine Augenzahl, die
maximal 3 betrdgt. Fiir allgemeines a
und k zeigen daher k - 1 Wiirfel den
Wert a, ein Wiirfel den Wert a - 3 und
n - k Wiirfel eine Augenzahl, die ma-
ximal a - 3 betrdgt. Ubertrigt man das
auf die Formel (3) so findet man:

Formel (7)

Die Punkte am Ende der Gleichung ste-
hen dafiir, dass noch ein Teil erginzt
werden muss, der sich aus den Darstel-
lungen s =6+5+4unds=5+5+5
bzw. fiir allgemeines a und k

s=%bonl i (a- 1)+ (a-2)

und

s=bbeali(g-1)+(@a-1)+(@-1)

ergibt.

Diese lassen sich nun auf dhnliche Wei-
se leicht 16sen. Betrachten wir die Sum-
mation 6 + 5 + 4, so finden wir, dass es

1o

16=6+5+5
16=6+6+4
15=5+5+5
15=6+5+4
15=6+6+3

+...

pa,n,k(s =a-k— 3) =

doi: 10.7795/320.201907
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5 (fiir n = 5 und k = 3) beziehungsweise
allgemein (<"2) Moglichkeiten gibt, den
Wiirfel mit Wert a auf einen der n Plat-
ze zu legen. Weiter bleiben ("~ 4~%) Mog-
lichkeiten, den Wiirfel mit Wert a - 1
auf den verbleibenden # - (k - 2) Pldtzen
zu platzieren. Fiir die restlichen Wiirfel
gibt es nun analog zu den bisher gesehe-
nen Fillen (a - 2)"~®-Y - (g - 3)»-*-D
Moglichkeiten. So ergibt sich als zweiter
Teil der Formel:

Formel (8)

Weiter ergibt sich fiir den letzten Teil
der Formel der folgende Ausdruck:

Formel (9)

In der Klammer miissen wir iiber die

Insgesamt ergibt sich damit fir

Doy 5=a- k-3):
Formel (10)

Hierbei sind wir allerdings davon aus-
gegangen, dass sowohl a > 3 als auch
k = 3 sind, denn sonst wiirden einige
der Summanden, genauer diejenigen,
bei denen durch entsprechende Wahl
von a und k negative Zahlen auftau-
chen, falsche Wahrscheinlichkeiten in
die Summation bringen. Dies hingt da-
mit zusammen, dass diese Partitionen
dann nicht mehr die durch a und k ein-
geschrinkten Eigenschaften erfiillen.

5.3 Verallgemeinerung des
Partitionsprinzips und
die allgemeine Formel

a und k die Menge der zu verwendenden
Partitionen einschrianken. Wenn jedoch
eine Partition gefunden ist, so ldsst sich
damit stets der Anteil der gesuchten

Wabhrscheinlichkeit bestimmen. All-
gemein formuliert geht man dabei wie
folgt vor.

Gegeben seien a,n,k und s, damit ergibt
sich b = a - k — s. Weiter nehmen wir an,
wir haben alle Partitionen von b gefun-
den, sodass die maximale Anzahl der
Summanden der Partition kleiner gleich
k ist und die maximale Grof3e aller Sum-
manden kleiner als a ist. Seien nun die-
se Partitionen b-Tupel der Form (A,),_, .
Dabei gibt A, an, wie oft der Summand i
in der Partition vorkommt, sodass

b
Potenzen von a - 2 aufsummieren, da b = E/\Z-i (11)
der Wiirfel (a - 1) dreimal vorkommt Wie gezeigt, lassen sich anhand gegebe- i=1
und deshalb alle Wiirfe aussortiert wer-  ner Partitionen stets die Wahrschein-  folgt.
den miissen, bei denen dieser Wirfel- lichkeiten berechnen. Dabei muss
wert hochstens 2 Mal vorkommt. beachtet werden, dass - wie erklart -
Formel (8)
Formel (9)
(") [(a =16 — 72 o (a — 263 ()
pu,n,k(sza'k_3) = an +
— (k-2 —(k— —(k—
(1) ("G [(a =2y D — (a 3y 1]
7 +
a
(") - [ (@ =3) =) — (q — 4=
al’l
Formel (10)
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Weiter definieren wir
Formel (12)

was eine sinnvolle Definition ist, wie
wir spater sehen werden.

Die einschriankenden
gen durch a und &k
A =0V _,a<i<bund

Bedingun-

sind somit

¥'_ A <k, womit auch der ,sonst*-Fall
fir A, tiberfliissig wird. Mit dem oben
beschriebenen Verfahren finden wir nun
den zu der Partition gehérenden Wahr-
scheinlichkeitssummanden wie folgt:

Zunéchst muss das grofite i fiir A, # 0 ge-
funden werden, sei dieses i, . Fiir alle
weiteren i < a betrachten wir die A, d. h.
alle A, mit i€N,i<i undi<a.

(Beispiel: b = 3 und wir betrachten die
Partition 1 + 2, dann ist i =2 und
A, = L Bezogen auf das obige Bei-
spiel mit a = 6, n = 5 und k = 3, muss
firs=a- k- b =15 die zur Partition ge-
horende Summation 15 =6 + 5 + 4 ge-
wihlt werden.a - i =4 ist der kleins-
te Summand in der Summation, der
schlussendlich die verbleibenden Fel-
der belegen wird, nachdem alle grofe-
ren Wiirfel platziert sind.)

Die Binomialkoeffizienten aus der For-
mel ergeben sich dann aus A, i <i_,
1 max

i < a. Konkret sind die Binomialkoeffi-
zienten das folgende Produkt:

Seite 9

Formel (13)

Da A, = k - ¥'_, A definiert war und
V mitz€[i +1;b],A =0, ergibtsich:

Formel (14)

Nun wird ersichtlich, weshalb die obi-
ge Definition von A geschickt gewahlt
war. Denn so ist A | genau die Anzahl der
Wiirfel mit Wert a in einer bestimmten
Summation. Zudem vereinfacht sich so
der Term erheblich.

Nun muss noch der Faktor hinzu multi-
pliziert werden, der die Wiirfel mit Wert
a-i_ platziert. Dieser ergibt sich ana-
log zum obigen Fall zu

Formel (15)

Damit ist die abschlieflende allgemeine
Formel fiir den Anteil der Wahrschein-

k— Yl A, fiir (k _

Ay =
0, sonst

n!

lichkeit, den eine bestimmte Partition
(/lz')izl...b mitb=a-k-s= Zf:ﬁis A’i -
Ay=k-3%_ A, A =0 fiiralle

i€N, a <i<bund ¥ A <k fir alle
moglichen s aufler s = a - k ausmacht:

Formel (16)

Um die gesamte Wahrscheinlichkeit zu
bestimmen, muss man nun alle Teil-
wahrscheinlichkeiten der Partitionen
von b, die die einschrinkenden Bedin-
gungen durch a und k erfiillen, berech-
nen und diese aufaddieren.

Die Formel funktioniert so nun auch fiir
s=a-k,wenn man als Pseudo-Partition
vonb=0A wieobenalsA =k-3' A
definiert und so A, = k wird. Dann ist
i =0.Einsetzen dessen ergibt die For-

m

mel (2).
Y, Ai) >0, bzw. Y0, A <k
Formel (12)

n!

(n— Ll At TTs 0 A

(= K+ A, )T 1Ay

Formel (14)

n!

(n).<n—)to).(n—)\o—)t1>. _(n—Zifmf)zAu> B !
Ao M N (n— Lo~ AT A

(ﬂ _ imﬂx)nf(kf)\

imax) -_—

(A ) —1

z=0
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Formel (13)

z

(El - (imax + 1))1’!7(](7/\1,”1”)72 (1’1 o (k - Aiznﬂx))

Formel (15)
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Nun sind wir fiir diese Formel davon
ausgegangen, dass wir alle Partitio-
nen einer bestimmten nattrlichen Zahl
kennen. Im folgenden Kapitel werden
wir erldutern, wie diese Partitionen er-
mittelt werden konnen.

6. Partitionen naturlicher
Zahlen

Die in Kapitel 5.1 eingefiihrten Partiti-
onen natiirlicher Zahlen lassen sich re-
kursiv bestimmen. Das Prinzip basiert
darauf, dass die Zahl n durch die Zah-
len 1 bis n — 1 darstellbar ist, indem man
jeweils den fehlenden Restbetrag ad-
diert. Die Zahl 1 hat offensichtlich nur
eine Partition (1 = 1). Die Zahl 2 hat je-
doch bereits zwei Partitionen (2 = 2,
2 =1+ 1). Betrachten wir nun die Zahl 3
mit den Partitionen 3=3,3=2+ 1 und
3=1+1+ 1, so erkennt man eine Re-
gelmaBligkeit. Zunichst existiert zu je-
der natiirlichen Zahl die triviale Parti-
tion n = n. Nun lassen sich die weiteren
Partitionen der Zahl 3 aus den beiden

Tab. 4: Partitionen von 5

0 0
1 0
0 1
2 0
1 2
3 1
5 0

n! ((a — imax)n_(k_/\i'””x) - 22:0
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Partitionen der Zahl 2 gewinnen, indem
jeweils eine 1 addiert wird, bzw. aus der
Partition fiir die Zahl 1, zu der eine 2
addiert werden muss. Fiir die 4 gibt es 5
Partitionen, (4 =4,4=3+1,4=2+ 2,
4=2+1+1,4=1+1+1+1). Auch die-
se Partitionen lassen sich finden, indem
man auf die bereits gefundenen Partiti-
onen den jeweils fehlenden Restbetrag
addiert. Zu zeigen wire nun, dass mit
diesem Verfahren tatsichlich alle Parti-
tionen gefunden werden.

Beweis per Induktion:
Der Induktionsanfang ist gezeigt, da
die Zahl 1 offensichtlich nur die triviale
Partition 1 = 1 besitzt.

Die Induktionsvoraussetzung lautet,
dass alle Partitionen der Zahlen von 1
bis n gefunden sind.

Betrachten wir nun fiir den Induktions-
schritt die Partitionen der Zahl n + 1.
Abgesehen von der trivialen Partition
n + 1 =n + 1 bestehen diese Partitio-

1%

0 1
1 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0

A 1

imax )=

(@ — (ipax + 1)) 6~ Ainar) =2 (" — (k- Ainm)) )

nen offensichtlich nur aus den natiirli-
chen Zahlen von 1 bis n. Die Partitionen
von n + 1 bestehen folglich bis auf die
genannte Ausnahme aus Summen von
Partitionen der natiirlichen Zahlen von
1 bis n, wobei die Summen die Form
(n-1i+ 1)+ i, miti= 1..n haben. Diese
Partitionen sind jedoch bereits alle ge-
funden und somit auch alle Partitionen
der Zahl n + 1.

Dabei treten offensichtlich auch Parti-
tionen doppelt auf, diese werden mit-
tels Sortierung durch Quicksort und
anschlieflendem Ldschen doppelt vor-
kommender entfernt. Schliefllich miis-
sen die Partitionen nach der Summe der
A und nach i _sortiert werden, damit
die Partitionen, die fiir die Wahrschein-
lichkeitsberechnung auch tatsichlich
verwendet werden, leichter gefunden
werden konnen. Wir haben ein Pro-
gramm (einsehbar unter [4]) geschrie-
ben, das genau diesen Algorithmus aus-
fihrt und uns die einzelnen Partitionen
in Form einer CSV-Tabelle ausgibt, da-
bei wird eine Zahl wie in der Tabelle 4
dargestellt (die Partitionen sind hierbei
absteigend nach i  sortiert). Zudem
sind alle Partitionen bis 20 und exem-
plarisch die Partitionen von 50 einseh-
bar unter [4].

Um unsere Ergebnisse zu tiberpriifen,
benutzen wir die bereits bekannten Er-
gebnisse tiber Zahlpartitionen, die sich
jedoch vorwiegend weniger mit den
Partitionen an sich, als mehr mit deren
Anzahl auseinandersetzen. So findet
sich eine Folge, die die Anzahl der Par-
titionen beschreibt, in der Online-En-
zyklopéddie der Zahlenfolgen [1] unter
der Nummer A000041. Beim Auszih-
len, der von uns gefundenen voneinan-
der verschiedenen Partitionen, ergeben

z
+...

Pa, n,k(s) =

(1 =K+ Aiy ) - TIPS TE AL a7
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sich genau die vorgegebenen Anzah-
len, was das Ergebnis hinreichend be-
statigt. Damit haben wir nun auch die
Behauptung aus Kapitel 5.1, dass fiir
n =4 5 Partitionen existieren, belegt.

Nun existiert kein Algorithmus mit
polynomieller Laufzeit fiir die Auflis-
tung aller Partitionen einer natiirli-
chen Zahl n, da die Anzahl nicht durch
ein Polynom in n beschrankt ist. Dies
ist ein bekanntes Ergebnis der Mathe-
matiker Hardy und Ramanujan, wel-
ches besagt, dass die Anzahl der Parti-
tionen p(n) fiir grofles n ein Verhalten
von p(n) ~ ;15 - ¢V% haben [2] und da-
her mit n nahezu exponentiell wachsen.
Dennoch gehort es zu den weiteren Zie-
len der Forschung, einen Algorithmus
zu entwickeln, der die Partitionen di-
rekt bestimmt, um moglicherweise tiber
deren Natur weitere Erkenntnisse zu ge-
winnen.

7. Verwendung der Formel

7.1 Beispielrechnung

Wir mochten nun die recht abstrakten
Konzepte, die wir zur Herleitung der

Formel verwendet haben, etwas ver-
anschaulichen, indem wir einmal bei-
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Beispiel wahlen wira =6, n =5,k =2
und s = 7 (= 6 - 2 - 5). Offensichtlich
muss dann b = 5 gewdhlt werden. Die-
ser Fall ist auch in der Tabelle 2 dar-
gestellt. So finden wir in der Tabelle 2,
dass als Ergebnis der Wahrscheinlich-

keit % = 0,87 % herauskommen muss.

Die Partitionen, die wir verwenden
miissen, stehen in der Tabelle 4. Da
fir die Partitionen gefordert ist, dass
¥!_ A, < kist, sind nur die Partitionen

Formel (17)

fir die Berechnung der Wahrschein-
lichkeit relevant. (Die A,  sind hier
jeweils rot markiert.) Diese Partitio-
nen erfiillen alle die Eigenschaft, dass
V... A =0.Deshalb ist die Wahrschein-
lichkeit p, ., (7) genau die Summe der
drei Teilwahrscheinlichkeiten, die sich

aus diesen Partitionen ergeben.

(A1, Az, ooy A5)

Fiir die Partitionen ergeben sich (in der
Reihenfolge, wie sie oben aufgeschrie-
ben sind) A, =1, A, =0 und A, = 0 und
ebensoi ~=5,i =4undi =3.Die
entsprechenden A, sindalled, ~=1.

Setzen wir dies in die Formel ein, so er-
halten wir:

Formel (18)

Dies entspricht genau dem erwarteten
Ergebnis.

7.2 Zusammenhange der
Partitionen mit der
Normalverteilung und
dem Pascal’schen Dreieck

Es ergeben sich nun einige interessante
Eigenschaften der Partitionen, die wir
im Folgenden erldutern. Zunachst stel-
len wir einige Rechnungen dar:

(0,0,0,0,1)
(1,0,0,1,0)
(0,1,1,0,0)

Formel (17)
spielhaft die Formel verwenden. Als
5 ((6-575" 0" —TlZi(6— (5+1))5C-D==(-CD))
Pos2(7) = 5-1 +
(5 -2+ 1)! 'Hj=0 /\]'! .65
5! ((6 - 4)5—(2—1) _ Z;;(l](6 —(4+ 1))5—(2—1)—2(5—(271)))
4-11.1.65 +
(5—2+1)!-]_[].:0 Ail-6
5! ((6 —3)5-@ D) —yl-l6—(3+ 1))57<271>7z(5—<§—1>)>
(5-2+1)! -H]?:—(} AjL-65
~120-(1-0) , 120-(16—1)  120-(81—16)
246 2465 246
5475+ 325
=
_
Formel (18)
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Wir mochten unsere Formel fiir den
Fall k = n betrachten, das heif$t, alle
Wiirfel werden aufsummiert, es findet
keine Auswahl der grofiten statt. Dann
ergibt sich der Wahrscheinlichkeitsan-
teil fiir die einzelnen Partitionen zu

Formel (19)

Der zweite Umformungsschritt ergibt
sich wiederum aus dem binonllischen
Lehrsatz. Nun ist der Term m ein
Multinominalkoeffizient, da

Formel (20)
ist. Damit kann man sich das Ergeb-

nis auch gut plausibilisieren. Denn ein
Multinomialkoeffizient in der obigen

Form gibt an, wie viele Méglichkeiten es
gibt, um n Elemente, wobei von diesen
i .. verschiedene vorliegen, anzuordnen,
wenn Element i, )Lil—mal, Element i, Aiz—
mal vorkommt und so weiter. Wenn man

fiir alle moglichen entsprechenden Par-
titionen (und damit fiir alle méglichen
Summendarstellungen) einer bestimm-
ten Summe diese Anzahl ausrechnet und
aufaddiert, erhdlt man die absolute Hau-
figkeit dieser Summe und so auch die ge-
suchte Wahrscheinlichkeit.

Die Formel liefert eine Moglichkeit, die
Wabhrscheinlichkeiten der Summen fiir
k = n zu berechnen. Dieser Fall ist je-
doch bereits gelost, es gibt eine einfache
Moglichkeit der Berechnung der Wahr-
scheinlichkeit. Und zwar kann man fin-

Imax

j=0

Formel (20)

(x+x24 . +x)" =

Formel (22)

den, dass die absoluten Hiufigkeiten
der Summen jeweils der Koefhizient von
x* im Polynom

(x + 2%+ . 429" (21)
ist. Dies ist leicht einzusehen, wenn man
sich tiberlegt, dass die einzelnen Sum-
manden im Polynom Produkte aus n
Faktoren mit Potenzen von x zwischen
1 und a sind. Die Anzahl, der Moglich-
keiten Summe s zu erhalten, entspricht
offensichtlich der Anzahl der Méglich-
keiten, s durch » Summanden zwischen
1 und a darzustellen. Genau diese An-
zahl ist der Koeffizient vor dem Term x°.

Somit ergibt sich:
Formel (22)

und weiter durch Einsetzen von (6)
Formel (23)

wobei (1), , die Partitionen von b
darstellt mit b=a - n -1=3%""'1 -1
Ay=n-2'_ A, A =0firallei€EN,a<i<b
und ¥’ A < n, d.h. alle durch Ein-
schrankung von a und k = n méglichen
Partitionen.

Betrachten wir nun eine solche Vertei-
lung, so ergibt sich, wie bereits in Kapi-
tel 4 erwdhnt, eine Verteilung die einer
Normalverteilung nahekommt. Dieses
Ergebnis kann man sich gut mit dem
Zentralen Grenzwertsatz erklaren. Die-
ser besagt, dass die Summenverteilung

n:

! ((ﬂ — imux)Aimux — ZZ:()

(A

fmux)_]-

(a - (imux + 1))/\imax _Z(/\irgux))

Pa,n, k=n (S) =

n! <(ﬂ — (imax —+ 1>)Aimax _/\imax (f{imﬂx))

(M) - T 71 AL a7

imax

+...

T/ Ajl - an

B n! 1 n
= Himm)” Pt
=0 "*j*

Formel (19)
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unabhingiger und identisch verteilter
Zufallsvariablen fiir eine immer grofie-
re Anzahl der Zufallsvariablen (bei uns
ist n diese Anzahl) einer Gauf$’schen
Normalverteilung beliebig nahekommt.
Somit findet sich ein interessanter Zu-
sammenhang zwischen den Partitionen
und der Normalverteilung, der ohne
den kombinatorischen Ansatz nicht of-
fensichtlich richtig erscheint.

Eine weitere interessante Auffilligkeit
beim Betrachten der absoluten Werte im
Zusammenhang mit dem Pascal’schen
Dreieck ergibt sich, wenn man die ab-
soluten Haufigkeiten fiir den Fall k = n
betrachtet. Zunichst ist auftillig, dass
diese symmetrisch verteilt sind, was
sich jedoch leicht einsehen ldsst, wenn
man sich vorstellt, dass die Wiirfel nicht
von 1 bis a aufsteigend, sondern von a
bis 1 absteigend nummeriert sind. Da
alle Wiirfel ausgewahlt und aufsum-
miert werden, ergibt sich offensicht-
lich dieselbe Verteilung. Durch Beob-
achtung kommen wir zu der Annahme,
dass die ersten a Haufigkeiten # 0 am
Anfang und die letzten a Haufigkeiten
am Ende der Summenverteilung genau
die ersten a Elemente der n-ten Dia-
gonale im Pascal’schen Dreieck bilden
(siehe Abb. 2). Um diese Auffalligkeit zu
tiberpriifen, kann man in [4] alle Wer-
te fiir a von 1 bis 6 und n von 1 bis 10
finden. Die ersten a Elemente der n-ten
Diagonale im Pascal’schen Dreieck sind
gegeben durch ("1 = ("~ 047 far
s=1,..a.

Diese Annahme beweisen wir folgen-
dermafen [6]:

Seien dazu a, n€ N, s€ {1, ..., a} und
Formel (24)

Wir wollen zeigen, dass dann

|A] = ("-D2-1) gilt, wobei |A| die An-

zahl der Elemente in A bezeichnet.

Sei dazu

Formel (25)

©

die Menge der Folgen aus {0, 1} der Lan-
ge (n - 1) + s — 1 mit genau s — 1 Ein-
tragen 1. Folgende Abbildungen sind bi-
jektiv:

Formel (26)

und

Formel (27)

wobei Pot_ (M) die Menge aller r-ele-
mentigen Teilmengen der Menge M be-
zeichnet.

Also gilt |A| = B| = [Pot__, ({L, ..., (n - 1)
bs— 1] = (D) = (D),

Nimmt man nun n Wiirfel mit den Au-
genzahlen 1 bis a, so entsprechen fiir
s=1,..,a

(x+24+ . 2" =

an n|
)l LN P
I=n H]ZIS )‘j!
Formel (23)

A= {xE]N"

ix,-: (n—1)+s}

1

1

Formel (24)

B:= {y € {0,1} (s

(n—1)+s—1
Y. yi=s- 1}

j=1

Formel (25)

Formel (26)

¢ : B—Pote_1({1,.,(n—1)+s—-1})
y—{je {1,...,(n—1)+s—1}|y]- =1}

Formel (27)

J
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die Wurfergebnisse dieser n Wiirfel mit
Augensumme (n - 1) + s genau den Ele-
menten von A. Deren Anzahl ist folglich
(=27, Aus der Symmetrie, die oben
erklart wurde, folgt daher die Aussage
auch fiir die letzten a Hiufigkeiten.

Die letzten a Haufigkeiten am Ende der
Summenverteilung entsprechen genau
den Summenvona-nbisa-n-(a-1).
Die entsprechenden Partitionen sind
die von b = 0 bis b = a - 1. Wir wollen
nun a und k = n derart wihlen, dass fiir
die Berechnung der Wahrscheinlichkeit
alle Partitionen von b benutzt werden
miissen. Das heif$t, es miissen die Be-
dingungen

A, = 0 fir alle i€EN, a < i < b und
¥'_ A, < n fiir alle Partitionen von b er-
fullt sein. Wenn b € [0;a - 1] ist, so gilt
A, =0 fiir alle i€N, a < i < b stets, da
a > b. Da ¥'_ A maximal gleich b ist
(wenn A, = b ist) und daher hier maxi-
mal a - 1, sind beide Bedingungen fiir
alle a und alle n > a - 1 erfillt.

Daraus konnen wir schliefien, dass alle
Partitionen direkt mit den Binomial-
koeffizienten zusammenhidngen. Wih-
len wir beispielsweise a = 6, so finden
wir, dass die letzten 6 Summen in je-
der Verteilung fiir k = n den ersten 6
Elementen der n-ten Diagonale im Pa-
scal’schen Dreieck entsprechen. Fiir alle

(Bildquelle: [5])

Abb. 2: Das Pascal’sche Dreieck mit der 3. Diagonale rot markiert

n!

i
alle Partitionen von b Hfl”é‘ )\j !

_ ((n ;i)l—i- b>

Formel (28)

n!

alle Partitionen von b (1’1 - Z;]:l /\1) I H;’:l A]'

<(n ;1)1—1— b)

Formel (29)
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n>6 - 1=>5 stellen wir somit fest, dass
der (b + 1)-te Eintrag (fir b < a - 1) in
der Diagonale genau nach Formel 6 be-
rechnet werden kann als Summe tber
alle Partitionen von b der Form (A),_, ,.
Der (b + 1)-te Eintrag in der n-ten Dia-
gonale des Pascal’schen Dreiecks ist nun
genau (V%) und somit ergibt sich:

Formel (28)

i als obere Produktgrenze kann man
nun auch durch b ersetzen,dai _<bist
undalleA =0 fiiri>i sind und deren
Fakultdten daher = 1 sind. Weiter kon-
nen wir nun A durch n - 3?_ A ersetzen
und erhalten so insgesamt

Formel (29)

Somit kann man fiir alle Partitionen
mit b < a -1 < neinen direkten Zusam-
menhang mit den Binomialkoeffizien-
ten finden. Da a beliebig gesetzt werden
kann, gilt das fiir die Partitionen aller
natiirlichen Zahlen.

Dies wollen wir nun fiir die Partitionen
von b = 3 einmal demonstrieren und
setzen dafiir a = 4 und n = 3. Die 3 Par-
titionen von b = 3 sind

(0,0,1)
()\l/ )\2/ /\3) = (1r 1/ 0) (30)
(3, 0, 0)
Damit ist
Formel (31)

Das gefundene Ergebnis wird bestitigt
durch einen Beweis, der sich in einem
Skript von Wassilij Gnedin von der
Universitat Koln [3] befindet. Dort ist
gesucht nach der Anzahl der Lésungen
der Gleichung

Y xi = b (32)
i=1
wobei V,_,x €N ist. (Im Original ist
n=kund b=N)

(G
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Formel (33)

Dies kann man sich dadurch veran-
schaulichen, dass eine Losung der Glei-
chung (7) einer Partition von b ent-
spricht. Wenn j X, # 0 existieren, so
verbleiben (n - j) x, mit x, = 0. In un-
serem Fall ist j = ¥_ A und die A, ent-
sprechen der Anzahl der x, = . Daher
kann man einer der Partitionen von
b [WM] verschiedene Losungen
der Gleichung zuordnen. Dies ist so,
denn eine Losung besteht aus #n Sum-
manden x, von denen jeweils A, gleich
sind und die verbleibenden n - ¥;_ sind
alle 0. Die Anzahl der Losungen aus ei-
ner Partition entspricht daher der An-
zahl der verschiedenen Permutationen
der x, diese Anzahl driickt der ange-
gebene Term aus. Summiert man das
fir alle Partitionen auf, so findet man
die Richtigkeit der Aussage (*). Die L6-
sungen der Gleichung entsprechen, wie
Gnedin zeigt, dem Term (”;}*). Wei-
ter wird gezeigt, dass dieser Term nicht
nur fiir n > b, sondern fiir alle n € N die
Anzahl der Lésungen der Gleichung er-
gibt. Allerdings werden fiir n < b nicht
mehr alle Partitionen von b verwen-
det, sondern nur welche, die maximal n
Summanden haben, womit der Zusam-
menhang mit unserer Formel fiir alle
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Partitionen verloren geht. Allerdings
kénnte man mit der Bedingung ¥;_, < n
durch den Beweis die folgende allgemei-
nere Gleichung aufstellen, die fiir alle

n€N gilt:

Formel (34)
Weiter kann man, wenn man b = n setzt,
sogar die Variable n komplett aus der

Formel eliminieren und erhalt:

Formel (35)

So entsteht ein noch engerer Zusam-
menhang zwischen den Partitionen und
dem Pascal’schen Dreieck. Vermut-
lich lassen sich iiber die Eigenschaft,
dass die Formel fiir k = n die Form ei-
nes Multinomialkoeffizienten annimmt
noch weitere interessante Eigenschaften
der Partitionen im Zusammenhang mit
der Kombinatorik finden, die wir in un-
seren zukiinftigen Forschungen unter-
suchen mochten.

alle Partitionen von 3 <3 — Z?:l Al) l. H3

Der Term

alle Partitionen von b (Tl - ):5;1 )Ll) I H/bzl /\j!

y n! B ((n —-1)+ b)
£ b b N n—1
— A )U-TEZ At
ol parignen oy | (= £y M)t T Ay
Formel (34)
y D! B (Zb - 1)
alle Partitionen von b (b - Z?:l Al) I H?:] /\]'! b—1
Formel (35)
3! B 6 n 6 n 6
LA ~21.00-0!0-10 0 1r-10-11-00 0 0!-31-0!-0!
i—1 A
= 3+6+1
B 3+3-1\ (5
B 3-1 2
Formel (31)
n!
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entspricht dieser Anzahl, wennn > b

Formel (33)



8. Kritische Reflektion
der Ergebnisse

Das Ziel, eine Formel zu finden, mit der
die Wahrscheinlichkeit fiir beliebige g,
n und k berechnet werden kann, wurde
erreicht. Praktisch ist diese Formel je-
doch nur fir kleine Werte von a, n und
k verwendbar, da die Anzahl der Parti-
tionen nahezu exponentiell wichst. Zu-
dem ist der Algorithmus, um die Par-
titionen zu bestimmen, nicht allzu
praktisch, da bereits die Berechnung der
Partitionen von 50 einige Tage in An-
spruch genommen hat. Das urspriing-
liche Programm, das die Wahrschein-
lichkeiten durch Auszdhlen ermittelt,
funktioniert jedoch gut und liefert ver-
wendbare Ergebnisse, um die gefunde-
ne allgemeine Formel zu tiberpriifen.
Die Untersuchungen der Partitionen im
Zuge des Falls k = n haben zu weiteren
spannenden Erkenntnissen gefiihrt.

Schliefllich sind die gefundenen Zu-
sammenhédnge zwischen dem kombina-
torischen Problem und den Partitionen,
die zunéchst ein Teilgebiet der Zahlen-
theorie ausmachen, durchaus eine inte-
ressante Briicke innerhalb der diskreten
Mathematik.
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